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RESUMO

Este trabalho apresenta um estudo sobre a algebra dos quatérnios e sua aplicacao na
analise de sinais elétricos, propondo uma implementacao computacional da série de Fou-
rier quaternionica (QFT) como alternativa a Transformada de Fourier classica (FFT). Os
quatérnios foram criados por William Rowan Hamilton em 1843 como uma extensao tridi-
mensional dos nimeros complexos, superando o problema dos ‘tripletos’ e estabelecendo
a base para operagoes em quatro dimensoes.

A fundamentacao teodrica aborda as propriedades algébricas dos quatérnios, inclu-
indo soma, multiplicacao, médulo, norma, conjugado e representacao polar, além das de-
finicoes de quatérnio unitario, puro e das funcoes exponencial e logaritmica quaternionicas.
A partir dessas formulagoes, desenvolve-se o arcabouco matematico necessario para a
compreensao da QFT, destacando-se as diferencas estruturais em relacao a transformada
complexa, especialmente quanto a nao comutatividade multiplicativa e a existéncia de
versoes ‘direita’ e ‘esquerda’.

Na aplicagao prética, o trabalho analisa distor¢oes harmonicas em sistemas elétricos
de poténcia, que decorrem de cargas nao lineares, como inversores, retificadores, fornos
elétricos a arco e outros. Essas distor¢oes sao tradicionalmente avaliadas pela FFT, mas
este trabalho tem como objetivo utilizar a QFT para o tratamento dos sinais trifasicos
em relagao as componentes harmonicas inteiras, inter-harmonicas e sub-harmonicas.

A metodologia consistiu em implementar computacionalmente a QFT utilizando
a linguagem Python, com base nos principios matematicos desenvolvidos ao longo do
trabalho, e em comparar seus resultados com os da FF'T tradicional. Essa implementagao
buscou verificar a precisao numérica, a eficiéncia e o potencial interpretativo da QFT no
contexto de andlise de sinais elétricos.

Conclui-se que a QFT oferece uma alternativa promissora a transformada cléssica,
possibilitando andlises mais completas e representacoes mais detalhadas de sinais tridi-

mensionais, ainda que a custa de maior complexidade matematica e computacional.

Palavras-chave: Quatérnios. Algebra Quaternionica. Distor¢oes Harmonicas.

Processamento de Sinais.



ABSTRACT

This work presents a study on quaternion algebra and its application to the analysis
of electrical signals, proposing a computational implementation of the Quaternion Fou-
rier Transform (QFT) as an alternative to the classical Fast Fourier Transform (FFT).
Quaternions were introduced by William Rowan Hamilton in 1843 as a three-dimensional
extension of complex numbers, overcoming the limitations of “triplets” and establishing
the foundation for operations in four dimensions.

The theoretical framework covers the algebraic properties of quaternions, including
addition, multiplication, modulus, norm, conjugation, and polar representation, as well
as the definitions of unit and pure quaternions and the quaternionic exponential and
logarithmic functions. Based on these formulations, the mathematical structure required
to understand the QFT is developed, highlighting the structural differences in relation
to the complex transform, especially regarding multiplicative non-commutativity and the
existence of left- and right-sided versions.

In the practical application, the study examines harmonic distortions in electric
power systems caused by nonlinear loads such as inverters, rectifiers, electric arc furna-
ces, and others. These distortions are traditionally evaluated using the FFT, but this
work aims to employ the QFT for processing three-phase signals with respect to integer
harmonics, interharmonics, and subharmonics.

The methodology consisted of implementing the QFT computationally in Python,
based on the mathematical principles established throughout the work, and comparing
its results with those of the traditional FFT. This implementation sought to assess the
numerical accuracy, efficiency, and interpretative potential of the QFT in the context of
electrical signal analysis.

The results indicate that the QFT provides a promising alternative to the classical
transform, enabling more comprehensive analyses and more detailed representations of
three-dimensional signals, although at the cost of increased mathematical and computa-

tional complexity.

Keywords: Quaternions. Quaternion Algebra. Harmonic Distortions. Signal

Analysis.
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1 Introducao

1.1 A Complexa Histéria dos Numeros Complexos

Por muitos séculos, o ntimero y/—1 surgia em vérias ocasides na Matemadtica, sendo
as aparigoes mais notaveis, nas solugoes dos polindmios de segundo grau e de terceiro
grau. Este nimero intrigava todos os matematicos que cruzavam seu caminho, pois até
entao, ele nao possuia significado e nao pertencia a nenhum conjunto numérico existente.

Luca Pacioli (1445-1517), em 1494 publicou “Summa de Arithmetica”. Em sua obra,
ele afirmava que as equacoes de terceiro grau eram impossiveis de serem solucionadas.
Somente no inicio do século XVI, Nicolo Tartaglia (1500-1557) descobriu uma forma
de resolver equagoes cibicas do tipo reduzidas (z® + cx = d). Logo depois, Girolamo
Cardano (1501-1576) em 1539, com conhecimentos adquiridos pelos matematicos Tartaglia
e Scipione Ferro (1465-1526), encontrou um tipo de solugao das equagoes polinomiais
completas de terceiro grau e a publicou em sua obra “Ars Magna” em 1545.

Girolamo Cardano, utilizando seu método de solucao, em alguns casos, resultava
em raizes negativas que o proprio autor considerava como ‘sem solucao’ e simplesmente
ignorou tais resultados como sendo ‘absurdos’. O engenheiro e arquiteto Rafael Bombelli
(1526-1572) apds tomar conhecimento da obra de Cardano e se assustar que seu autor
simplesmente ignorava tais raizes, aprimorou o método de solu¢ao ao publicar seu livro
“L’algebra Parte Maggiore Dell’Aritmetica Divisa in Tre Libri” em 1572. Sua obra criou
um precedente para os complexos, criando um rigor matemaético fundamental para futuros
desenvolvimentos e de fato concretizando a existéncia de raizes de nimeros negativos.

O matematico John Wallis (1616-1703), acreditava que os ‘imagindrios’ fossem re-
almente resultados validos, assim efetuou uma abordagem geométrica para representa-los
em um plano, utilizando o método de Descarteq' porém falhou em representé-los em co-
ordenadas em um plano. Somente com os desenvolvimentos de William Rowan Hamilton
(1805-1865) que esta representagao pode ser matematicamente formalizada.

O matematico e filésofo Gottfried Wilhelm Leibniz (1646-1716) tomou interesse na
obra de Bombelli e ao estudéa-la, Leibniz cunhou o termo moderno ‘imaginario’. Leonhard

Euler (1707-1783) também contribuiu para o desenvolvimento dos nimeros complexos e

IPETERS, 2018, p. 14



cunhou a identidade i = /=1 Posteriormente, Jean le Rond d’Alembert (1717-1783)
também contribuiu para a notagao moderna dos nimeros complexos, ao expressar 0s
niimeros complexos como uma soma a + ibJ|

Finalmente, apds séculos de desenvolvimento, os niimeros complexos foram gradati-
vamente mais aceitos na comunidade académica, com suas respectivas provas e teoremas,
evoluindo de um ‘absurdo’ a uma ferramenta extrema importancia para o avanco da Ma-
tematica e Ciéncia ao longo de sua histéria. De acordo com Peters (2018), é notavel que
o rigor matematico teve uma grande influéncia do desenvolvimento dos complexos, cau-
sando uma evolugao positiva de como o rigor é abordado, formalizando entao a abordagem

moderna de se produzir teoremas, provas e textos matemaéticos.

1.2 O Problema dos Tripletos e o Nascimento dos Quatérnios

O matematico irlandés William Rowan Hamilton utilizou uma abordagem
geométrica aos nimeros complexos, com a finalidade de criar um método simples para
realizar rotagoes no espaco, criando assim os Tripletos. Eles seriam uma extensao dos
nimeros complexos para R3. Porém, apds anos se dedicando a desenvolver uma algebra
de tripletos, Hamilton mostrou que os tripletos nao fechavam uma algebra, pois a sua
multiplicacao nao conservava a propriedade distributiva da multiplicacao. Essa proprie-
dade é importante de se manter conservada, pois sem ela, os tripletos nao representariam
de forma correta os efeitos de rotacoes no espago tridimensional.

Em 16 de outubro de 1843, quando passeava com sua esposa no Royal Canal na
Irlanda, ele obteve uma inspiracao: que ao utilizar trés termos imaginarios e um real,
seria possivel solucionar o problema dos tripletos. Este momento foi tao iconico que, em
euforia, ele cravou na ponte deste canal, as regras de multiplicacao dos termos imaginarios
i, J, k. Infelizmente essa gravacao se apagou com o tempo, porém existe uma placa no local
com a equacao fundamental da multiplicacao de quatérnios que ele escreveu. Este local

também recebe visitas anuais de matematicos em respeito a esta grande descoberta.

2PETERS, 2018, p. 12, p. 13
3SJODIN, 2024, p. 1



1.3 Motivacao

A algebra de quatérnios, apesar de sua relevancia tedrica e aplicabilidade em areas
como processamento de sinais, graficos computacionais, permanece como um formalismo
matematico pouco explorado na graduacao em Engenharia Elétrica.

A maioria das matrizes curriculares concentra-se em estruturas algébricas mais tra-
dicionais, como numeros complexos e vetores tridimensionais, relegando os quatérnios a
um papel secundério ou ausente. Essa limitagao curricular contribui para a escassa fa-
miliaridade dos estudantes com os conceitos quaternionicos, dificultando sua aplicagao e
populariza(;éoﬁ

A lacuna existente no ensino de quatérnios nos curriculos de Engenharia Elétrica
motivou a realizacao deste estudo. Assim a primeira proposta é apresentar uma revisao
aprofundada de sua algebra e evidenciar sua aplicabilidade e relevancia para esta area.

Outra motivacao é dada pela evolugao da Informatica. A complexidade e volume
das operacoes que um computador deve efetuar encontra-se em um estdgio nunca antes
alcancado na historia da humanidade. Varios sistemas necessitam que o processamento de
dados seja o mais preciso possivel.E] Portanto, existe alguma aplicagao que os quatérnios
possam suprir esta demanda?

Com esse raciocinio, propoe-se um estudo para implementar a andlise de sinais pela
transformada de Fourier quaternionica (QFT) computacionalmente em uma aplica¢ao em

Engenharia Elétrica que necessita de precisao e qualidade no processamento de dados.

1.4 Hipoéteses

Tendo em vista tanto o rigor matematico quanto as potenciais aplicacoes computa-
cionais dos quatérnios, este trabalho busca investigar algumas questoes fundamentais.

Primeiramente, examina-se de que forma a dlgebra de quatérnios pode ser apresen-
tada de maneira didatica, de modo a facilitar sua compreensao e inser¢ao no contexto
académico.

Em seguida, analisa-se como os quatérnios podem ser aplicados a Transformada de

Fourier, explorando as implicagoes tedricas e praticas dessa generalizacao.

1GONZALEZ, 2024 e MCDONALD, 2010
5GHASEMAGHAEI 2019. p 9



Também se discutem as diferencas essenciais entre a Transformada de Fourier Qua-
ternional (QFT) e a Transformada Répida de Fourier (FFT), destacando suas particula-
ridades conceituais e operacionais.

Por fim, busca-se identificar uma aplicacao concreta da QF T na Engenharia Elétrica,

evidenciando sua utilidade e relevancia para problemas reais da area.

1.5 Objetivos

O objetivo geral deste trabalho é apresentar a dlgebra quaternionica em nivel de gra-
duacao e aplicar a Transformada de Fourier Quaternional (QFT) de forma computacional
em uma aplicacao relevante para o contexto da Engenharia Elétrica.

Para alcancar essa finalidade, estabelecem-se alguns objetivos especificos. O pri-
meiro deles consiste em desenvolver matematicamente a dlgebra dos quatérnios, de modo
a construir uma base conceitual solida para sua compreensao.

Em seguida, busca-se aplicar os quatérnios na Transformada de Fourier classica,
explorando como essa generalizacao amplia suas possibilidades tedricas.

Outro objetivo é comparar a Transformada de Fourier Quaternional com a Trans-
formada de Fourier classica, destacando diferencas estruturais, operacionais e potenciais
vantagens de cada abordagem.

Por fim, pretende-se implementar computacionalmente a QFT, demonstrando seu

funcionamento e sua utilidade pratica em um problema de Engenharia Elétrica.

1.6 Estrutura do Trabalho

Esta monografia foi organizada em cinco capitulos, incluindo a presente introducao.

No Capitulo 2, apresenta-se a fundamentacgao tedrica necessaria para a compreensao
do trabalho, abordando temas como a algebra de quatérnios, funcoes harmonicas e a
Transformada de Fourier.

O Capitulo 3 descreve a metodologia adotada, contemplando tanto o estudo bibli-
ografico quanto a implementacao computacional da QFT em Python e sua aplicagao no
contexto da Engenharia Elétrica.

No Capitulo 4, sao apresentados e discutidos os resultados obtidos ao longo do

desenvolvimento do trabalho, destacando suas principais contribuigoes.



Por fim, o Capitulo 5 retine a conclusao da pesquisa, bem como possiveis direcoes

para trabalhos futuros que possam aprofundar ou expandir as andlises aqui realizadas.



2 Fundamentacao Tedrica

A &lgebra quaternionica é considerada uma generalizacao da algebra dos numeros
complexos. Como toda generalizacao, esta algebra é sujeita a perdas de propriedades,
como a de comutagao multiplicativa, por exemploﬁ.

Além disso, pela caracteristica dos quatérnios de terem mais dimensoes que os com-
plexos, sendo eles uma real e trés imaginarias, é necessario um estudo e desenvolvimento
algébrico exclusivo para este grupo.

Assim, esta fundamentacao tedrica tem como escopo, desde operagoes e repre-
sentagoes quaternionicas basicas, até a transformada de Fourier quaternionica e seus

ferramentais matematicos.

2.1 Definicoes e Notacoes
Um quatérnio pode ser representado da seguinte forma cartesiana:
g=s+uwzi+yj+zkcoms, x,y, 2 €ERet, j, kZR (1)
com i, j, k possuindo as seguintes propriedades:

=52 =k =ijk=—1
ij =k, jk =1, ki = 7,

ji = —k, kj = —i, ik = —j.

Estes produtos podem ser interpretados como produtos vetoriais e possuem a inter-

pretacao geométrica, conforme ilustrada na Figura 1.

6VINCE, 2021, p.99



Figura 1 — Produto dos Valores Imaginarios

(a) (b)

Fonte: Figura extraida de (VINCE, 2021).

O quatérnio da equagao 1 também pode ser escrito da seguinte forma:

q = Sc(q) + Vec(q).

Em que

Se(g) = s

Vec(q) = ¢ = zi+yj + zk.

(3)
(4)

Hamilton nomeava Sc(g) de escalar e Vec(q) de vetor. Pode-se interpretar estas

notagoes como Sc(q) sendo a parte real e Vec(gq) como a parte imagindria, como também

é visto na notacao Re(q) e Im(q), fazendo uma alusdo aos nimeros complexos:

Sc(q) = Re(q) e Vec(q) = Im(q).

E assim um quatérnio pode ser representado como um par ordenado que contém sua

parte escalar e sua parte vetorial:

q = [Sc(q), Vec(q)].

(5)

Essa notacao é a mais compacta e facilita as operagoes matematicas. Dessa forma,

ela serda utilizada com frequéncia neste trabalho.



2.2 Soma de Quatérnios

Seja a operagao de soma dada por

4+ HxH—H

(p.q) = p+yq

e seja q dado pela equacao 1 e p, w dados como:

p=a+bi+cj+dk (6)

w =1+ mi+ nj + ok. (7)
Entao a soma de quatérnios obedece o seguinte procedimento:

p+qi=(a+bi+cj+dk)+ (s+ai+yj+ zk)

=(a+s)+b+x)i+(c+y)j+(d+2)k
e deve satisfazer as propriedades de{|
2.2.a) p+q = q+ p (comutatividade);
2.2.b) p+ (¢+w) = (p+ q) + w (associatividade);
2.2.c) 30 € H;q+ 0 = g (elemento neutro da soma);

22.d) VgeH;3—qe H;q+ (—¢) = 0 (elemento inverso da soma).

2.3 Multiplicacao por Escalar
Seja a operacao de multiplicacao por escalar dada por

cHxH—H

(,q) = a-qg=o0aq

e seja a e B € R, g e p definidos pelas equacoes 1 e 6 respectivamente. A multiplicacao

por escalar obedece o seguinte procedimento:

aq = as +xi+yj + zk)

=as+ axi + ayj + azk

e deve satisfazer as propriedades de: Fj

"VINCE, 2021 e ELL, 2014
8VINCE, 2021 e ELL, 2014



2.3.a) 1¢ = q1 = q (elemento neutro da multiplicac¢do escalar);
2.3.b) a(fBq) = (af)q (associatividade);
2.3.c) a(q+p) = ag+ ap (distributividade em H);

2.3.d) (a+ B)q = aq + Bq (distributividade em R).

2.4 Multiplicacao de Quatérnios

Seja a operacao de multiplicacao de quatérnios dada por:

¥ HxH— H
(p,q) = pxq=0pq

e seja a € R, ¢, p e w dados pelas equagoes 1, 6 e 7 respectivamente. A multiplicacao de

quatérnios obedece o seguinte procedimento:

pxq:=(a+bi+cj+dk)* (s +xi+yj+ zk)
= (as + axi + ayj + azk) + (bsi + bxi® + byij + bzik)+
+ (csj + cxji + cyj® + czjk) + (dsk + daki + dykj + dzk?) :=
= (as — bx — cy — dz) + (ax + bs + cz — dy)i+

+ (ay — bz + cs+dx)j + (az + by — cx + ds)k.

Para simplificar e facilitar o entendimento, é possivel escrever este resultado em

termos de produto escalar e vetorial conforme mostrado a seguirﬂ

p*q = Sc(p)Sc(q) — Vec(p) - Vec(q) + Sc(p) Vec(q) + Sc(g) Vec(p) + Vec(p) x Vec(q).
(8)

Com (Vec(p), Vec(q)) representando uma operacao de produto escalar e Vec(p) x
Vec(gq) uma operacao de produto vetorial.

Essa multiplicacao entre quatérnios deve satisfazer as propriedades dem
2.4.a) px(q+ w) = p=*q+ pxw (distributividade pela esquerda);

2.4.b) (p+q) *xw =p*w+ q*w (distributividade pela direita);

9ELL, 2014, p. 27
10VINCE, 2021 e ELL, 2014
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2.4.c) a(px*q) = (ap) * ¢ = p* (aq) (associatividade com R);
24d) VO£ qeH, 3¢ eH;gxq ' =q ' *q=1 (divisao vetorial);

2.4.e) p*q# q+*p (ndo comuta em H).

2.5 Modbdulo de um Quatérnio
Seja um maédulo de um quatérnio dado por:
|- H—H
q~ lq|

e seja q e p dados pelas equagoes 1 e 6 respectivamente. Sendo que || - || é a norma de
um quatérnio e -~ é o conjugado de um quatérnio, o moédulo de um quatérnio possui as

seguintes caracteristicas{'|

2.5.a) |q| > 0;

2.5.b) lgl = /52 + 22 + g2 + 22 = [|ql|*;

2.5.c) [pxq|=|pl*|q| = |g*p|;

2.5.d) lag| = |al|ql;

2.5.0) lgl = V@

A interpretacao do médulo de um quatérnio é similar com a interpretacgao de um
modulo de um vetor clédssico, sendo que o médulo quaternionico se refere ao tamanho do

quatérnio no espaco quadridimensional Euclidiano.

2.6 Norma de um Quatérnio

Seja a norma de um quatérnio dado por:

||| H—H

q — |lql]

11VINCE, 2021 e ELL, 2014
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e seja g e p dados pelas equacoes 1 e 6 respectivamente. A norma de um quatérnio possui

as seguintes caracteristicas{|
2.6.a) ||g|| = s* +2* +y* + 22 = ¢/}

2.6.b) [lql| = 0;

2.6.c) |[p*xqll = lqll = |[pl] = llg * pl|;
2.6.d) |lagl| = ||a|| ||ql];

2.6.¢) |lgll = ¢7

2.7 Conjugado de um Quatérnio
Seja a operacao de conjugacao dada por:
S H— H
q—q
e seja q e p dados pelas equacoes 1 e 6 respectivamente. A conjugacao de um quatérnio
obedece o seguinte procedimento:
qg:=s— (xi+yj+ zk)
=s—uxi—yj — zk
:=Sc(q) — Vec(q).

E possivel também escrever as partes escalar e vetorial de um quatérnio em funcgao

de seu conjugado. Sendo a parte escalar reescrita como:

q +q = Sc(q) + Vec(q) + Sc(g) — Vec(q) = 2Sc(q)

<Selq) = 5(a+a)

e a parte vetorial reescrita como:

q — ¢ = Sc(q) + Vec(q) — Sc(q) + Vec(q) = 2Vec(q)

- Veela) = (4~ a).

12VINCE, 2021 e ELL, 2014
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O conjugado também possui as seguintes caracteristicas:ﬁ

2.7.a) 7= g;

2.7.€) gxq=q*xq=s>+2*+y* + 22 =|q%

Q)

_ q s—uxt—yj — zk
2.7.1 e = — = )
) 4 gxq |q? s2+a?+y?+22

2.8 Quatérnio Unitario

Um quatérnio ¢ € H é unitario quando possui sua norma igual a um e por con-

sequéncia seu médulo também ¢ igual a 1, como mostrado a seguir:

lqll = lq| = 1. (9)

Ele possui as seguintes caracteristicas{"]

2.9 Quatérnio Puro

Seja ¢ € H. Ele serd puro, se somente se, sua parte real for nula. Assim, um

quatérnio nulo é definido como:

q=xi+yj+ zk =10, Vec(q)] (10)
Por fim, possui as seguintes Caracterl'sticas:ﬁ
2.9.2) (p.q) = —5(pa + qp);
2.9.b) p'x ¢ = 3(pq — qp).
BVINCE, 2021 e ELL, 2014

1VINCE, 2021 e ELL, 2014
I5VINCE, 2021 e ELL, 2014
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2.10 Quatérnio Puro e Unitario

Este quatérnio retine ambas as caracteristicas de um puro e unitdario ao mesmo
tempo, sendo definido como um quatérnio que possui somente sua parte imaginaria nao

nula e que seu médulo é o elemento neutro da multiplicagao. Assim é definido como:
p € Vec(H) e |u| = 1.

Este quatérnio é uma extensao direta da unidade imaginaria dos niimeros complexos,
ele representa genericamente a parte imaginaria de uma operagao.

Ele pode ser simplesmente substituido por uma das coordenadas canonicas (i, j ou k)
e ser tratado como um nimero complexo ou também pode ser substituido por coordenadas
nao triviais como \/ig(z + 7+ k), proporcionando vérias de possibilidades de operagoes que

podem variar entre 1 a 3 dimensoes.

2.11 Caracteristicas Importantes

Como mostrado no item 2.4.d na Secao 2.4 e no item 2.7.f na Secao 2.7, H é uma
algebra de divisao, portanto qualquer elemento deste conjunto possui um inverso multi-
plicativo, que possibilita a divisao VetorialE]

Como mostrado no item 2.4.e, a multiplicagao entre quatérnios no conjunto H nao
comuta e por consequéncia a divisdo também nao. Assim, para evitar ambiguidade na

ordem divisiva, utilizam-se as seguintes notacoes:

. -1, 9p
pq ~ = S+ enquanto que ¢ p = —.
Il lql|

-1 pq
|
Portanto a notagao do estilo p/q deve ser evitada.

Um quatérnio pode ser representado em uma notacao cartesiana muito tutil, que é
escrita em termos de uma multiplicacdo do seu médulo |g| com seu quatérnio unitario
equivalente ¢:

o=l =l (54 i+ L Sk) 1)
lal ol lal”  lal

O quatérnio normalizado ¢ também pode ser chamado de versor e quando ¢ for um
quatérnio puro, ¢ serd um quatérnio unitdrio puro, que também poderd ser escrito como
7= pl

I6VINCE, 2021, p. 99
ITELL, 2014, p. 30
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2.12 Exponente, Logaritmo e Representagcao Polar

Os formalismos matematicos de exponenciacao e logaritmacao quaternionicos preci-
sam de algumas consideragoes, ja que possuem algumas diferencas em relagao as operagoes
do conjunto complexo. O estudo de transformada quaternionica de Fourier (QFT) de-
pende majoritariamente dessas duas ferramentaﬁ e portanto elas sao apresentadas nas
proximas Secoes. E, consequentemente, a sua representacao polar também é discutida e

apresentada na sequéncia.

2.12.1 Expoente Quaternionico

A constante de Euler e, é um ntmero irracional compreendido entre 2 e 3. O seu

exponencial em relacao a um ntimero z € R* é

+too n 2 3
r T T Xz
e—gon!—1+I+§+§+ (12)

Portanto, dado um quatérnio puro ¢ € V(H) que pode ser escrito nos termos £ =

|€]€, em que € é um quatérnio puro unitario. Ao acopld-lo na equagao anterior, tem-se:

Zﬁn Z|§|n€ _ (13)

Faz-se necessario saber o comportamento deste somatorio, quando o expoente é par
(n = 2k) ou impar (n =2k + 1).
(—1)* se n =2k
= .
(—1%)¢ sen=2k+1

Portanto, e¢ pode ser escrito como:

“+o0o +00
\€|2’c (=1)FfEPet
=3 S 6 a4

O primeiro somatério é uma expansao do cosseno escrito em termos de uma série de
McLaurin e o segundo somatorio é referente a uma expansao do seno escrito utilizando a

mesma abordagem, portanto a equacao 14 pode ser reescrita como:

s = elflé = cos |¢| + €sin [¢] (15)

I8ELL, 2014, p. 31



15

Esta equacao implica que o exponencial de um quatérnio puro, gera um quatérnio
nao puro, com parte real e vetorial (chamado de quatérnio completo). Esta exponenciagao

possui trés propriedadeﬂ que devem ser ressaltadas.

1. De que seu modulo serd sempre unitario:

¥ =1,V ¢ € V(H).

2. Que o produto de dois exponenciais de quatérnios puro diferentes, nao é um expo-
nencial com o argumento que é a soma dos argumentos originais. Isso significa que

YV a, 8 € RT esendo que v, p sao quatérnios puro, tem-se:

eWePH o WK,

3. E que existe a reversibilidade, ou seja, o exponencial de um quatérnio puro gera
um quatérnio completo e que um quatérnio completo pode ser escrito como uma

exponenciacao de um quatérnio puro.

Partindo do mesmo principio, o exponencial de um quatérnio completo ¢ € H
também ¢é dado pela equacao 13. Sabendo que ¢ pode ser escrito como a soma de sua

parte real e imaginaria ¢ = Sc(q) + Vec(q) e aplicando ao expoente, obtém-se:

el = Scla)+Veclq) — Sc(a) ,Vec(q)

Veeld) verifica-se que ela é um exponencial de um quatérnio

Analisando a parcela e
puro que ja possui o resultado mostrado na equacao 15. Assim aplicando este resultado

neste desenvolvimento, determina-se:

el = 5 (cos |Vec(q)| + @ sin |Vec(q)|). (16)

—

Sendo que Vec(gq) é um quatérnio puro e que representa a normalizagdo da parte
vetorial deste quatérnio q.
A equacao 16 é a generalizacao da equacao 15, ja que se a parte escalar for nula, ou

seja, se ¢ for puro, a equagao pode ser reduzida para a equagao 15.

ELL, 2014, p. 32 e 33
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2.12.2 Logaritmo Quaterniénico

A definicao de logaritmo é a mesma da defini¢ao classica: que é o inverso da expo-

nenciagao. Seja p e ¢ € H e p = In ¢, um logaritmo é:
e’ = q. (17)

A equacao 11 pode ser reescrita em termos de logaritmos, ao aplicar a funcao In,

assim resulta:
Ing =In(|q|g) =Ing| + Ing. (18)

Note que a propriedade de separacao de expoentes é valida, pois a operacao esta
sendo feita entre um expoente real (|¢| € R*) e um expoente quaternionico (¢ € V(H)), ja
que a propriedade 2 da segao 2.12.1 é véalida somente em operagoes entre dois expoentes
quaternionicos.

Pela propriedade 3 da secao 2.12.1, o quatérnio § pode ser reescrito como g = el¢/¢.

Trocando a notacao para uma notacao mais utilizada e menos carregada, tem-se:

7= e%" tal que ¢, = |€| e pg = &. (19)

Substituindo a equacao 19 na equacao 18:

Ing =In|g| + dgptq- (20)

Da mesma forma que no conjunto C, o logaritmo em H é uma funcao multivalente,
portanto é necessario definir um intervalo de atuacao para remover ambiguidade nas
solugoes. Esse intervalo é geralmente uma volta completa no circulo trigonométrico, sendo

comumente utilizado os intervalos | — , 7] ou ]0, 27| ]

2.12.3 Representagao Polar

Além da representacao cartesiana, outra representacao importante a ser considerada
¢ a polar. Ela realiza uma conexao direta entre a dlgebra e a geometria ao utilizar a
equacio de Euler 7]

Assim, seja um quatérnio na forma cartesiana ¢ = s+xi+yj+ 2k € H, tal quatérnio

pode ser expresso na forma polar ao elevar ambos os lados da equagao 20 por e:

20CHURCHILL, 1960, p. 55 e ELL, 2014, p. 35 respectivamente.
21ELL, 2014, p. 35
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exp(Ingq) = exp(In |q| + ¢ ptq) — ¢ = exp(In |q|)exp(pqitq)
c.q = |qle? . (21)

Ao aplicar este resultado na equacao de Euler, o quatérnio pode ser escrito em

termos de cosseno e seno, ou seja, na forma polar:
(22)

q = |glea®t = |q| (cos ¢y + g sin ¢,).

Em que:

(
lg| = /82 + 22 + y? + 22
i+ yj + zk

IJ, =
T2+ 22
\/ 2 +y2+22>

¢q = arctan (
s

\

Este resultado pode ser reduzido para a equacao 15 quando o quatérnio for unitario:

l¢| = 1, lembrando que || = ¢, ¢ £ = pq. Reescrevendo 15 nestes termos:
e?1Ha = cos ¢, + g Sin ¢y (23)

Sabe-se também que o inverso de um quatérnio é a negacao de sua parte imaginaria,

assim o inverso da equagao 23 é:
(24)

e~ %k = cos ¢y — g Sin @y

Com as equagoes 23 e 24, é possivel retirar duas propriedades importantes que sao

utilizadas pelo QFT@:

a) CcOS qbq — % (eﬂqﬁbq _|_ efl*"qd)Q);

b) sin ¢q — —% (eﬂq¢q _ e*ﬁ"qd’q)‘

Por fim, antes de apresentar os conceitos matematicos da QFT, na préxima Secao,

¢ definida a Transformada de Fourier Complexa e suas propriedades basicas.

22ELL, 2014, p. 36
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2.13 Transformada de Fourier Complexa

Seja uma integral de kernel K (z, k) e fungao v(k) em que f +— u:

/ka )dE .

Assim, a transformada de Fourier é dada como:
(
[CL, b] = (_007 +OO)

K(z,k) = K(w,t) = e7“" = cos(wt) — isin(wt)

(u(z) = F(w) = F{F(D)}
Portanto, a transformada de Fourier cldssica F'(w) que mapeia uma fungao f(t), é

definida como:

+o00 +o0 400

Flw)=F{ft)} = ft)e ™“dt = f(t) cos(wt)dt — 1 f(t)sin(wt)dt. (25)

A sua funcao inversa é definida como:

fit)=F HF(w)} = %/_ h F(w)et™dw = /_ h F(w) cos(wt)dw +i/_ h F(w) sin(wt)dw.
(26)
Sendo que:

2m.
T

e w ¢é a frequéncia angular dado por w =
e T é o periodo do sinal.

Com isso, as transformadas operacionais basicas de Fourier sao: linearidade, mu-

danca de escala, deslocamento no tempo e frequéncia e derivac;éoF_g]
2.13.1 Linearidade
Dadas as propriedades f(t) — F(w), g(t) — G(w) e a, B € R, tem-se:

Flaf(t)+Bg(t)} «— aF{f({)} + BF{g(t)} +— aF(w) + fG(w). (27)

Isso garante que as operacgoes sao feitas em sistemas lineares e que o principio da
superposicao também seja valido, ou seja, garante que os sinais possam ser decompostos

em senoides e escalonados.

2BLOTUFO, 2019, p. 25
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2.13.2 Mudanca de Escala

Dada a operagao f(t) — F(w) e & € R # 0 tem-se:

F{f(at)} s L F (£) e 7 {F(ow)} 1 (i) | (28)

|af a]” \a
1. No dominio do tempo: Se o > 1 a frequéncia serd comprimida e se a < 1 a frequéncia

sera alongada;

2. No dominio da frequéncia: Se a > 1 o tempo serda comprimido e se a« < 1 o tempo

sera alongado.

2.13.3 Deslocamento no Tempo e Frequéncia

Dada a operacao f(t) — F(w) e 7 € R, a translacao no regime do tempo é dado

por:
F{f(t —7)} +— e ™ F(w). (29)

Se 7 for positivo, o deslocamento é retardado e se 7 for negativo, o deslocamento é
adiantado.

No regime da frequéncia, translacgao é:
Fle™f(t)} «— Flw—v). (30)

Da mesma forma, se v for positivo, o deslocamento é retardado e se v for negativo,
o deslocamento ¢é adiantado.

Além disso, este deslocamento é conhecido como modulacao, em que ao fazer com
que o sinal seja multiplicado por uma onda portadora conhecida, a sua frequéncia ¢é
modificada sem alterar o sinal original. Esta técnica é utilizada, por exemplo, em radios
AM, que convertem os sinais sonoros em ondas de maiores frequéncias para a realizar a

sua transmissdo e realizam o processo inverso quando o sinal é recebido ]

2.13.4 Derivacao

Por fim, para uma derivada de ordem n de uma fungao f(t), a sua transformada é:

F {%ﬁ”} s (iw)"F(w) ¢ F~! {dndi ) }

2UPAYKIN, 2001

(—it)" f(t). (31)
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2.14 Transformada de Fourier Quaternionica

Diferentemente da transformada classica, a QFT trata de sinais quaternionicos, ou
seja, f(t) € H. Assim, esta transformada mapeia f(¢) para F'(w) em uma operagao dentro
do conjunto H.

Como a operacao € realizada em H x Hl, logo nao existira comutatividade multipli-
cativa entre o kernel e o sinal.

Na transformada de Fourier complexa, o sinal do expoente pode ser invertido entre a
transformada e sua inversa, desde que um padrao seja seguido, os resultados nao gerarao
equivocos. Ja na QFT isso nao é valido, devido a nao comutatividade multiplicativa.

Esses dois fatos fazem com que a QFT possua oito tipos de equagoes: quatro trans-
formadas e uma inversa para cada.

Essas equacgoes sao divididas entre dois pares ‘direita’ e dois pares ‘esquerda’. Elas
sao representadas com os sobrescritos R para a direita e L para a esquerda. E também
com os subscritos +pu para o expoente positivo na transformada e negativo em sua inversa
e Fp caso contrario.

Portanto, antes de realizar operacoes, é necessario verificar qual convencao esta
sendo utilizada, afim de nao gerar conflitos e erros nos céalculos.

Assim, para um sinal f(¢) € H, a sua transformada quaternionica F(w) € H ‘direita’

é dada comof®

1 > Fprwt
FUw) = FEASOY = o= | e 32

A sua transformada inversa é:

PRt = FP PP (w == / Et (33)

Ja a transformada quaternionica F'(w) € H ‘esquerda’ é dada como:

PUw) = FLAf0) = o= [ s 3
A sua transformada inversa é:
fE@t) = f;ﬁ{FL(w)} = \/%/ e B (w)dw. (35)

Dessa forma, considerando que os quatérnios sao uma extensao dos complexos, a

QFT é também interpretada como uma extensao da transformada de Fourier classica. A

25ELL, 2014, p. 62 e 63
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QFT generaliza a raiz complexa simples ‘i’ para varias raizes quaternionicas p, sendo que
estas raizes podem ser quaisquer quatérnios puros unitarios como mostrados na Segao
2.10.

Além disso, a transformada quaternionica necessita que seus sinais atendam as

condicoes de Dirchle@ Que sao elas:

1. f(t) deve ser absolutamente integravel em qualquer periodo:
/ |f(t)]dt < oc.
R

2. f(t) deve ter um nimero finito de minimos e maximos;
3. f(t) deve ter um nimero finito de descontinuidades.

Estas condigbes sao suficientes, porém nao necessarias, podendo haver sinais f(t)
em que estas condi¢oes nao sao antedidas, porém ainda poderao ser transformados.

No caso de sinais elétricos de tensao e corrente alternados, este critério ja é atendido,
portanto nao ha necessidade desta verificacao, o que economiza tempo e processamento
computacional 77|

Sendo assim, propriedades basicas da QFT sao: linearidade, mudanca de escala,

deslocamento no tempo e na frequéncia e derivagéo@

2.14.1 Linearidade

Dadas as operagdes f(t) — F(w), g(t) = G(w) e a, B € R, tem-se{”

Flaf(t) +B9(t)} = aF{f()} + 8F{g(t)} = aF(w) + fG(w). (36)

Esta propriedade nao necessita do rigor ‘esquerda’ ou ‘direita’, ja que a multiplicacao
¢ R x H e a soma quaternionica H x H é comutativa.

Prova:

26ELL, 2014, p. 39
2THAYKIN, 2001, p. 197
28ELL, 2014, p. 64
2ELL, 2014, p. 64
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Seja f(t),g(t) € He a,5 € R e que seja utilizado a transformada de Fourier qua-

ternionica ‘direita’ dada pela equagao 32, tem-se:

F{af(t) + Bg(t)} ) + By(t)]e™ < dt

ol

af (t)e™r + Bg(t)e ™" dt

- 7= /_OJ g
- = /_ Fe)eFretdt + —— / (t)eTHdt

= aFB (O} + BFE{g(1)} = aFE, () + G, (w)
=aF(w) + G(w) N

O método desta prova também é valido para a transformada inversa.

2.14.2 Mudancga de Escala
Dada a operacio f(t) — F(w) e a € R # 0 tem-sef"|

Fifa}y s =P (2) e P {Flaw) s (3) (37)

|af al” \a
1. Da mesma forma que na propriedade da linearidade, esta propriedade nao necessita

do rigor ‘esquerda’ ou ‘direita’;

2. No dominio do tempo: Se o > 1 a frequéncia serd comprimida e se o < 1 a frequéncia

sera alongada;

3. No dominio da frequéncia: Se o« > 1 o tempo sera comprimido e se a < 1 o tempo

serd alongado.

Prova:

Seja f(t) € He a € R e que seja utilizado a transformada de Fourier quaternionica

‘direita’ dada pela equacao 32, tem-se:

N{f(at \/_/ flat)eFHtdt

/

e por substituicao simples: ¢/ = at .t = — e dt’ = adt, assim:
Q

PAe0) = g [ semrhant = Lt (2) < Lr (S)m a9

O método desta prova também ¢ valido para a transformada inversa.

S0ELL, 2014, p. 64
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2.14.3 Deslocamento no Tempo e Frequéncia

Dada a operacao f(t) — F(w) e 7 € R, a translagdo no regime do tempo da

transformada ‘direita’ e ‘esquerda’ sao respectivamenteﬂ
]—fu{f(t —7)} +— Fﬁﬂ(w)ﬁ“m ou }"i“{f(t —7)} +— ejF“ijFLu(w). (39)

Se 7 for positivo, o deslocamento é retardado e se 7 for negativo, o deslocamento é
adiantado.
A translac@o no regime da frequéncia da transformada inversa ‘direita’ e ‘esquerda’

sao respectivamente:

F;f{FR(w — 1)} «— f(t)eF*! ou f;ﬁ{FL(w — )} eFHEL(1). (40)

Da mesma forma, se v for positivo, o deslocamento é retardado e se v for negativo,
o deslocamento ¢é adiantado.

Com isso, este deslocamento é conhecido como modulagao, e tem o mesmo principio
descrito na secao 2.13.3.

A aplicacdo pode ser a mesma da cléssica, porém com um sinal f(¢) € H.

Prova:
Seja f(t) € He T € R e que seja utilizado a transformada de Fourier quaternionica

‘direita’ dada pela equacao 32, tem-se:

P =) = o= [ pe= e

Por substituigdo simples: ' =t —7 .t =t' — 7 e dt’ = dt, assim:

1 > / w(t'+T1) 341 1 * / wt! T 1.l
fﬁu{f(t—T)}:E/ f(t)ejF“(tJr)dt:E/ f(t)eTrrt eFhrqt

= FE ()™l

O método desta prova também é valido para a transformada inversa e para a QFT

‘esquerda’ ao aplicar a nao comutatividade multiplicativa corretamente.

SIELL, 2014, p. 64
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2.14.4 Derivagao

Para uma derivada de ordem n da QFT de uma func¢ao no tempo f(¢) e de uma

funcdo na frequéncia F(w) ‘direita’ sdof”]

T

Fu

I
Para a ‘esquerda’ sao:

{d”f(t)

g } — [Epw]"FE (W) e Fo) {[iu]”an ()

dw™

L
S u

} s ef) (42)

As propriedades da transformada clédssica e da transformada quaternionica da linea-
ridade e mudanca de escala sao idénticas, ja as propriedades do deslocamento e derivagao
sao diferentes.

Isso é verificado, pois estas propriedades sao influenciadas pela nao comutatividade
multiplicativa existente na algebra quaternionica, necessitando que haja o rigor da ordem

da multiplicacao quaternionica.

Prova:
Seja f(t) € H e que seja utilizado a transformada de Fourier quaternionica ‘direita’

dada pela equacao 32, tem-se:

{dZit)} _ \/127/2 [dfd—(tt)} pTFHt g — \/%/Z fl(t)eTHetat.

Utilizando o método de integragao por partes: [ ' (I)a(l)dl = b(l)a(l) — [ b(l)d'(l)dr
em que b(l) = f(t) e a(l) = e - ¢'(t) = FuweT' assim:

R
Fru

p (AOY D e L[ -
T == o) - [ e )

A primeira parcela da equagao converge a zero ao operar seus limites, ja que f(t) — 0
quando t — oo.

Na segunda parcela, (Fuw)eTHt = eTHY (T pw) pois:

Multiplicagao na esquerda:

(Fuw)e*! = [Fuw]lcos(wt) F psin(wt)] = Fpuw cos(wt) + wsin(wt).

82ELL, 2014, p. 66



25

Multiplicagao na direita:
et (Fuw) = [cos(wt) F psin(wt)][Fuw] = Fpw cos(wt) £ wsin(wt).

Portanto a equacao 43 pode ser reescrita como:

L <0 = [ e = A )

Assim, pelo método de inducao para n € Z%:

o {d"f(t)

Fu

R
= } = Fp,(w)(Fpw)"®
O método desta prova também ¢é valido para a transformada inversa e para a QFT

‘esquerda’ ao aplicar a nao comutatividade multiplicativa corretamente.

2.15 Transformada de Fourier Quaternionica Discreta

A Transformada de Fourier Quaternionica Discreta (DQFT) é uma generalizacao
da transformada discreta de Fourier classica para sinais cujas amostras pertencem ao
corpo dos quatérnios. Essa generalizacao permite analisar simultaneamente componentes
multidimensionais de um sinal, preservando relagoes internas entre canais que, em métodos
tradicionais, seriam processados de forma separada.

A DQFT ‘direita’ é definida por:

N—-1
XBk] = x[n] eF2munk/N (44)
n=0
em que o kernel é dado por:
6:F27runk/N‘ (45)

e que quando usado a relagao descrita pela equacao 15, torna-se:

2mnk 2k
cos( 7;\7; ):F,usin( 7;\7; ) (46)

O sinal amostrado x[n] também é um quatérnio, cuja possui a forma:

2[n] = aln] + b[n]i + c[n]j + d[n]k. (47)
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A DQFT inversa ‘direita’ é definida por:

R
xR[n] =~ X [k] eF2munk/N (48)
k=0
Ja a DQFT ‘esquerda’ é dada como:
N-1
XF[k] =) eFomnhiNg ). (49)
n=0
E sua inversa ‘esquerda’ é:
=,
:I:L[n] = eﬂ““”k/NX[k:]. (50)
k=0

O kernel e o sinal amostrado também sao descritos pelas equagoes 46 e 47 respecti-
vamente.

A DQFT também possui oito transformadas devido a mesma propriedade de nao
comutagao multiplicativa em H x H.

Este trabalho usara a transformada discreta ‘esquerda’ mostrada na equacao 49.
Para aplicagoes computacionais, utiliza-se a Transformada de Fourier Quaternionica Dis-
creta (DQFT) em vez da Transformada de Fourier Quaternionica continua (QFT) porque
os sinais simulados computacionalmente sao sinais amostrados, uma vez que computa-
dores nao conseguem produzir sinais com passos de amostragem infinitesimais, que sao

condicoes obrigatdrias para o uso de integrais.

2.16 Sinais Elétricos e Distorcoes Harmonicas

Idealmente, um sinal de tensdo no sistema elétrico de poténcia (SEP), é um sinal
que é composto por somente uma senoidal pura, que no caso brasileiro é uma senoide
de frequéncia de 60 Hz, conforme ilustrado na Figura 2. Outros paises localizados na
Europa utilizam a frequéncia 50 HA>| e outros pafses como o Japao, utiliza dois sistemas

separados, um com 60 Hz e outro com 50 HZF’_Z]

33Visicomm Industries.
34RISE Corp. e GTN Magazine.
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Figura 2 — Sinal de Tensao de 60 Hz

Sinal de Tenséo Puro

—— Fundamental (60 Hz) |

100 4

50 1

Tensao (V)
o
L

—504

—100

Tempo (ms)

Fonte: Autor, 2025.

Nenhum SEP opera com sinais puros, todos os sinais apresentam algum tipo de ruido
ou harmonico que sao produzidos por dispositivos conectados a rede ou por interferéncias
externas ]

Cargas lineares sao dispositivos compostos por componentes resistivos, capacitivos
ou indutivos que produzem formas de onda de tensao ou corrente senoidais. As cargas
nao lineares sao criadas a partir de dispositivos eletronicos que utilizam chaveamento,
como inversores, retificadores e também por dispositivos de descarga como fornos fornos
elétricos a arco e lampadas fluorescentes|

Estes dispositivos nao lineares sao os principais causadores de distor¢coes harmonicas
em sistemas elétricos. De acordo com Prodist Mddulo 8, estas distorcoes sao fenomenos
associados a deformagoes nas formas de onda das tensoes e correntes em relacao a onda
senoidal da frequéncia fundamental.

Geralmente, as distorcoes sao classificadas em trés tipos de harmonicos::

1. Harmonicos inteiros: multiplos inteiros da frequéncia fundamental:

Na Figura 3 é mostrado como um sinal senoidal de 60 Hz é distorcido pelos

harmonicos de 180 Hz, 300 Hz e 420 Hz.

35PRODIST Médulo 8
36].:’AI:{E]:)]'__‘)S, 2017 e MORENO, 2019
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Figura 3 — Harmonicos Inteiros

Sinal com Harménicos Inteiros

= Fundamental (60 Hz)
-~~~ 32 harménica (180 Hz)

52 harmonica (300 Hz)
—.— 72 harménica (420 Hz)
= Sinal com Harménicos

200 4

100 +

Tensao (V)
o
T

—100

—200

[} 10 20 30 40 50 60
Tempo (ms)

Fonte: Autor, 2025.

2. Inter-harmonicos: multiplos nao inteiros da frequéncia fundamental:
Na Figura 4 ¢é ilustrado como um sinal senoidal de 60 Hz é distorcido pelos

harmonicos de 75 Hz, 90 Hz e 135 Hz.

Figura 4 — Inter-harmonicos

Sinal com Inter-harménicos

—— Fundamental (60 Hz)
-~ 1.252 harménica (75 Hz)
1.502 harménica (90 Hz)
2007 —— 2.252 harmédnica (135 Hz)
= Sinal com Harménicos

100 +

Tensao (V)

o
L

=100 4

—200 4 T T T T T T
[} 10 20 30 40 50 60
Tempo (ms)

Fonte: Autor, 2025.

3. Sub-harmonicos: frequéncia inferior a frequéncia fundamental do sistema, por con-

sequéncia, também sao um tipo de inter-harmonicos:

Na Figura 5 é representado como um sinal senoidal de 60 Hz é distorcido pelos

harmonicos de 15 Hz, 30 Hz e 54 Hz.
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Figura 5 — Sub Harmonicos

Sinal com Sub Harménicos

= Fundamental (60 Hz)
0.902 harménica (54 Hz)
0.502 harménica (30 Hz)

——- 0.252 harménica (15 Hz)

—— Sinal com Harmanicaes

200 4

100 4

Tensao (V)

—100

=200 7 T T T T
[} 10 20 30 40 50 60
Tempo (ms)

Fonte: Autor, 2025.

Além dos efeitos na amplitude e frequéncia, os harmonicos também possuem a ca-
racteristica de “sequéncia”, que é definida pelo “giro”da fase da onda harmonica e é refe-
renciada no sentido de giro da fase da onda fundamental. Essas sequéncias sao divididas
em positiva, negativa ou homopolar (nula)ﬂ

Estas distorgoes harmonicas sao causadoras de problemas, tais como sobreaqueci-
mento de equipamentos e por consequéncia a reducao de sua vida util e de seus compo-
nentes. Como por exemplo: motores sofrem com sobreaquecimento com harmonicas de
sequéncia positiva ao serem acelerados e com harmonicos de sequéncia negativa ao serem
freados ¥

Harmonicos homopolares podem causar interferéncias em equipamentos de alta sen-
sibilidade como controladores légico programaveis (CLPs) e interferéncia em dispositivos
de protecao como aqueles presentes em sistemas de transmissao e distribuicao de energia
elétrica e também causam sobreaquecimento em banco de capacitores. Isso se deve ao
seu efeito de desbalanceamento que cria carregamento extra de correntes nos condutores
neutros destes sistemas P

Por fim, estas distor¢oes harmonicas nos sistemas elétricos podem ser medidas ao
utilizar a transformada de Fourier (FT). Esta operacao matemadtica, no ambito de trata-

mento de sinais de tensao e corrente, tem como objetivo mapear estes sinais do dominio do

STSTEVENSON, 1982
38PAREDES, 2017 e MORENO, 2019
39MORENO, 2019
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tempo para o dominio da frequéncia, afim de identificar quais componentes harmonicos
estao presentes no sinal medido para realizar um tratamento ou estudo desejado deste
sinal.

Adicionalmente, neste trabalho, os sinais elétricos sao analisados considerando tanto
a transformada de Fourier complexa quanto a QFT. Com isso, no proximo capitulo é

apresentada a metodologia desenvolvida nesta monografia.
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3 Metodologia

Primeiramente, este trabalho caracteriza-se como uma pesquisa tedrica, inicialmente
com abordagem analitica, voltada a andlise conceitual e a exposicao didatica da algebra
de quatérnios. A escolha por essa abordagem justifica-se pela necessidade de consolidar
os fundamentos matematicos singulares dos quatérnios e demonstrar sua aplicabilidade.

Neste contexto, sistemas com multicomponentes sao os mais ideais para utilizacao de
quatérnios, devido a sua capacidade de operacao em até quatro dimensoes. Assim, o tra-
tamento de sinais elétricos trifasicos por meio de quatérnios é valido pela sua capacidade
de analisar simultaneamente as trés fases.

A aplicacao abordada foi em relacdo a um programa que realiza a QFT de sinais
trifasicos com o intuito de que relés programaveis possam ser simultaneamente utilizados
para deteccao de faltas, de sinais harmonicos inteiros, inter-harmonicos, sub-harmonicos

e de desequilibrios de fases.

3.1 Desenvolvimento Tedrico dos Quatérnios

A primeira etapa do trabalho consistiu na sistematizacao dos conceitos fundamentais
da algebra de quatérnios. As definig¢oes, notagoes e representagao polar foram apresenta-
das para contextualizar como esta algebra ¢é representada e como ela deve ser interpretada.

As operagoes com quatérnios foram abordadas, afim de conceituar suas propriedades

nao convencionais de operacao, sendo as principais:

Operacao simultanea de quatro dimensoes;

e Nao comutatividade na multiplicagao H x Hi;

Na multiplicagao H x H se encontra a soma de um produto escalar com um produto

vetorial;

A possibilidade de divisao vetorial para H > ¢ # 0;

Explicitar o comportamento de quatérnios puros e unitarios em operagoes polares.

Portanto, o entendimento das operagoes quaternionicas basicas € indispensavel para

avancar em aplicacoes mais complexas, como a transformada de Fourier quaternionica,
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que exige familiaridade com a estrutura algébrica dos quatérnios e suas propriedades

fundamentais.

3.2 Anadlise Comparativa entre QFT e FFT

A Transformada de Fourier é uma ferramenta essencial na andlise de sinais e sis-
temas. A FFT é amplamente utilizada por sua eficiéncia computacionalf™], enquanto a
QFT surge como uma extensao natural para sinais multicomponentes, especialmente em
aplicagoes tridimensionais e vetoriais.

A Fast Fourier Transform FFT é uma versao otimizada da Transformada Discreta
de Fourier DFT, reduzindo sua complexidade computacional de O(N?) para O(N log N)
@. Essa eficiéncia a torna ideal para processamento de sinais, compressao de dados e
analise espectral.

A QFT estende a FFT para o dominio dos quatérnios, permitindo a andlise si-
multanea de multiplos canais de informacgao, como cor em imagens ou componentes ve-
toriais em sinais fisicos @ Ela preserva a estrutura tridimensional dos dados, oferecendo
vantagens em aplicagoes que necessitam de precisao e pouca perda de dados.

A seguir, na Tabela 1, é apresentada uma tabela comparativa entre a Transformada
Répida de Fourier (FFT) e a Transformada de Fourier Quaternionica (QFT), destacando
suas principais diferencas em termos de estrutura matematica, complexidade computaci-

onal e aplicagoes.

4OMOLER e EDDINS, 2001
4MOLER e EDDINS, 2001
42ELL, 2007. p 67
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Tabela 1 — Comparativo entre FFT e QFT

FFT (Transformada QFT (Transformada de
Critério
Réapida de Fourier) Fourier Quaternidnica)
Natureza dos Sinais unidimensionais ou Sinais multicomponentes ou
dados escalares vetoriais
Base matematica Nimeros complexos Quatérnios
Complexidade Varia com a implementacao,
O(NlogN)
computacional mas sempre maior que FFT
Preservacgao de Preserva fase e orientacao
Limitada
dados tridimensional
Processamento de imagens
Processamento de audio,
Aplicacgoes tipicas coloridas, sinais e computacao
compressao, espectroscopia
grafica
Comutatividade Comuta Nao comuta

Fonte: Autor, 2025.

Embora a FFT continue sendo a escolha padrao para muitas aplicagoes, a QFT se
destaca em contextos onde a estrutura multidimensional dos dados ¢é relevante como a
analise de sinais trifasicos para deteccao de harmonicos, faltas e desequilibrios de fases
que podem ser aplicadas em relés programaveis para protecao em linhas de transmissao
ou em ambientes industriais.

Por tratar os trés componentes de fase como um tinico sinal quaternionico e preservar
simultaneamente informacoes de magnitude, fase e orientacao espacial, a QFT favorece a
deteccao precisa de assimetrias e distirbios caracteristicos de faltas elétricas mais comuns,
como as de curto-circuito monofasico e bifasico, além de poder detectar desequilibrios entre
fases.

Essa abordagem contribui para o desenvolvimento de algoritmos mais completos,
capazes de identificar falhas com maior confiabilidade em sistemas de protegao avancados.

Na sequeéncia, é apresentado o programa desenvolvido nesta monografia
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3.3 Programa de Deteccao

O cddigo do programa foi implementado utilizando a linguagem de programacao de
alto nivel Python na versao 3.13 no ambiente de programagao V.S Code da Microsoft. O
programa analisa os sinais trifasicos via FFT e QFT e realiza a deteccao de harmonicos
e de flutuagoes de tensoes.

Para isso, o desequilibrio de tensao é o fenomeno caracterizado por qualquer dife-
renga verificada nas amplitudes entre as trés tensoes de fase de um determinado sistema
trifasico, e/ou na defasagem elétrica de 120° entre as tensoes de fase do mesmo sistema.ﬁ.

Este desequilibrio ocorre quando ha diferencas de magnitude ou defasagem entre as
fases, causando sérios prejuizos ao desempenho e a vida 1til dos equipamentos. Entre
os principais efeitos estao o aquecimento excessivo, a reducao do rendimento, vibracoes e
desgaste mecanico "]

Neste contexto, o programa utiliza algumas bibliotecaﬁ para auxiliar na sua cons-

trucao, sao elas:

3.3.a) numpy: utilizada para aumentar a velocidade no processamento volumoso de amos-

tras;
3.3.b) matplotlib.pyplot: utilizada para desenhar os graficos das FFTs e da QFT;

3.3.c) scipy.signal: utilizada para manipulacao de sinais, neste programa em especifico,
foi importado somente a funcao find_peaks para encontrar os picos de frequéncia e

amplitudes nas amostras pés FFT e QFT.

O fluxograma mostrado na Figura 6 apresenta a sequéncia de etapas do codigo

desenvolvido para andlise do desequilibrio de tensoes trifdsicas por meio da QFT.

43Prodist Médulo 8, p. 16
“PAULILO, 2006, p. 19
45Existe a biblioteca quaternion que pode ser utilizada como alternativa na programacio, que nio foi

utilizada neste cédigo por preferéncia do autor.
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Figura 6 — Fluxograma do Cddigo

Injecéo de
Configuragoes Iniciais Criagao dos Sinais de Harmoénicos, Ruidos
de Amostragem Tenséo Va, Vb e Vc e Desequilibrio nos
Sinais

Implementagao
Matematica da
Algebra
Quaternionica

Plota as FFTs Plota os Sinais no Implementacao da
Monofasicas e a QF T 3 b Transformada de

Trifasica REGITI2CD URITED Fourier Quaternionica

Calculo do
Desequilibrio de
Tensao Via Prodist
Modulo 8

Calculo do Comparagao Entre o
mmmmmae Desequilibrio de
Tensao Via QFT Via QFT

Fonte: Autor, 2025.

Dessa forma, o processo abrange desde a configuragao dos parametros de amostra-
gem e geracao dos sinais trifasicos até os calculos de desequilibrio de tensao pelos métodos
via Prodist e QFT.

Na etapa inicial do programa, sao definidas as configuracoes necessarias para a
geracao e andlise dos sinais elétricos.

Primeiramente, estabelece-se a frequéncia de amostragem que é responsavel por
determinar a taxa com que o sinal continuo sera discretizado e a duracao total do sinal.
Em seguida, é criado o vetor de tempo, utilizando a funcao np.arange, o qual representa
os instantes de amostragem do sinal. O nimero total de amostras N é obtido a partir
do tamanho deste vetor. Na Figura 7 ¢ mostrado parte do cédigo implementado que

evidencia tal procedimento.
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Figura 7 — Configuragoes Iniciais
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# - Configuragbes —————————————————-—--=
fs = 2048 # Frequéncia de Amostragem (Hz)

duration = 2 # Duracgdo (s)

t = np.arange(0, duration, 1/fs) # Cria o array com passo desejado

N

t.size # Numero total de amostras
f0 = 60.0 # Frequéncia Fundamental (Hz)

rng = np.random.default_rng(0) # Adiciona ruido para simular condigdes reats

# - Cria a Fung@o de Sinal —-—————--—-
def make_phase_component (fre=0, amplitude=0, phase=0, phase_shift_deg=0):
return amplitude * np.sin(2*np.pi*freq*t + np.deg2rad(phase +
phase_shift_deg))
Va = np.zeros_like(t)
Vb = np.zeros_like(t)

Vc = np.zeros_like(t)

Fonte: Autor, 2025.

Na sequéncia, definiu-se também a frequéncia fundamental do sinal, correspondente

a frequeéncia tipica de sistemas elétricos de corrente alternada no Brasil: 60 Hz. Para

tornar a simulacao mais realista, um gerador de niimeros aleatorios ¢é utilizado para simular

flutuacgoes aleatérias nos sinais de tensao.

Por meio da funcao make_phase_component, é gerado um componente senoidal que

sera utilizado para a construgao dos sinais que serao simulados posteriormente.

Na Figura 8 ¢ ilustrado como foi realizada a composicao do sinal trifasico a partir

da insercao de componentes harmonicas, inter-harmonicas e ruidos. Inicialmente, sao

definidos os multiplos da frequéncia fundamental correspondentes aos harmonicos inteiros

e inter-harmonicos que serao adicionados ao sinal, que sao:
e Trés harmonicos inteiros: 120 Hz, 180 Hz e 300 Hz;

e Dois inter-harmonicos: 90 Hz e 132 Hz.
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Em seguida, por meio de lagos de repeticao, o cédigo gera e soma cada componente

senoidal as fases.

Figura 8 — Injecao de Harmonicos e Ruidos

# - Harménicos e Inter-Harménicos —-—-———-—-——-

int_harmonics_mult = [1, 2, 3, 5]# Fundamental (60Hz), 2° harménico (120Hz), 3°
harménico (180Hz) e 5° harménico (300Hz)

interharmonic_mult = [1.5, 2.2] # 1.5° inter—harménico (90 Hz) e 2.2° inter-

harménico (132Hz)

e Ruidos --————————-
for mult in int_harmonics_mult:

freq = mult * fO

amp = 1.0 / mult

phase = rng.uniform(0, 360)

Va += make_phase_component(freq, amp, phase, 0)

Vb += make_phase_component(freq, amp, phase, -120)

Vc += make_phase_component (freq, amp, phase, +120)
for mult in interharmonic_mult:

freq = mult * fO

amp = 0.3 / mult

phase = rng.uniform(0, 360)

Va += make_phase_component (freq, amp, phase, 0)

Vb += make_phase_component(freq, amp, phase, -120)

Vc += make_phase_component(freq, amp, phase, +120)
for V in [Va, Vb, Vcl:

V += 0.01 * np.sin(2+*np.pi*1*t + rng.uniform(0, 2+*np.pi))

noise_std = 0.1 # Ruido égerado quando noise_std > 0

Va_noisy = Va + rng.normal(0, noise_std, size=N)

Vb_noisy = Vb + rng.normal(0, noise_std, size=N)

Vc_noisy = Vc + rng.normal(0, noise_std, size=N)

Fonte: Autor, 2025.
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Essa etapa permite simular fendmenos de deformacao de forma de onda, essenciais
para a analise mais proxima aos sistemas elétricos reais.

Na Figura 9 é apresentada o trecho de codigo responsavel pela implementagao das
operacoes quaternionicas das Secoes 2.4, 2.6 e 2.10 que sao utilizadas no processamento
do sinal trifasico simulado. Além disso, realiza a criacao do sinal quaternionico apds o

quatérnio q_signal receber simultaneamente os trés sinais.

Figura 9 — Implementacao dos Quatérnios

# - Produto, Norma Quaternidnicos e Quatérnio Puro e Unitdrio —--———-
def gq_mul(a, b):
al...,0], al[...,1], a[...,2], al...,3]

wl, x1, y1, z1
w2, x2, y2, z2 = b[...,0], b[...,1], b[...,2], b[...,3]
w = wlkw2 - x1*xx2 - yl*xy2 - zlx*xz2
x = wl*x2 + x1*w2 + yl*xz2 - zlxy2
y = wlxy2 - x1*z2 + yl*xw2 + z1*x2
z = wixz2 + x1*xy2 - yl*x2 + zl*wy2

return np.stack([w, x, y, z], axis=-1)

def g_norm(a):

return np.sqrt(np.sum(a**2, axis=-1))

mu = np.array([0.0, 1.0, 1.0, 1.0]) # Neste caso: mu = (0 + ¢ + 5 + k)

mu[l1:] /= np.linalg.norm(mull:]) # Normaliza o quatérnio puro

# - Cria o Sinal Quaternidnico —-——————----
g_signal = np.stack([np.zeros_like(Va_noisy), Va_noisy, Vb_noisy, Vc_noisy],

axis=-1) # q = 0 + Va*i + Vb*j + Vc*k

Fonte: Autor, 2025.

Na Figura 10 ¢é ilustrado o trecho de cédigo responsavel pela implementacao manual

da QFT discreta, na sua forma ‘esquerda’.
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Figura 10 — Implementagao da DQFT

(3 Somm——mmes Realiza a QFT Discreta Esquerda Manualmente: Q[k] = sum_n exp(-mu

* 2pi kn/N) * q[n] —————————-

ks = np.arange(N) # Cria um array para amostras de frequéncias

ns = np.arange(N) # Cria um array para amostras de tempo
theta = 2*np.pi/N * (ks[:, Nonel * ns[None, :]1) # Cria uma matriz de frequéncia

por tempo

cos_t = np.cos(theta) # Define cosseno para reescrita polar

sin_t = np.sin(theta) # Define seno para reescrita polar

exp_left = np.empty((N, N, 4)) # Cria uma matriz 3D para acomodar os elementos
quaternidnicos
exp_left[...,0] = cos_t # Realiza a Distributiva: exp(-mu*theta) = cos(theta) +
(-mu)*sin(theta)

-mu[1]*sin_t # Realiza a Distributiva

exp_left[...,1]

exp_left[...,2] -mu[2]*sin_t # Realiza a Distributiva

exp_left[...,3] = -mu[3]*sin_t # Realiza a Distributiva

g_broadcast = q_signal[None, :, :] # Recebe os walores das amostras em gq_signal

prod_left = q_mul(exp_left, q_broadcast) # Realiza a multiplicacdo: exp(-mu * 2
pt kn/N) * g[n]

QFT = prod_left.sum(axis=1) # Realiza a soma de todas as amostras

QFT_mag_full = q_norm(QFT) / N # Magnitude bilateral normalizada

Fonte: Autor, 2025.

Esta funcao utiliza a equagao 49 e a propriedade exponencial mostrada na equacgao
46. Além disso, para a visualizacao dos sinais no regime do tempo, das trés FFTs e da
DQFT, foi utilizada a biblioteca do item 3.3.b) em conjunto com a do item 3.3.c).

Adicionalmente, o cédigo também executa o desequilibrio de tensao de acordo com
o modelo proposto pelo médulo 8 do Prodist, utilizando componentes simétricas, como

mostrado na Figura 11.



Figura 11 — Desequilibrio de Tensao pelo método Prodist
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e Calcula os Fasores Fundamentatas de Va, Vb e Ve —-——————-—-

def fundamental_phasor(signal, fs, f0):
N = len(signal)
fft_vals = np.fft.rfft(signal)
freqs = np.fft.rfftfreq(N, 1/fs)

idx_fO0

np.argmin(np.abs(freqs - £0))

phasor = fft_vals[idx_f0] / (N/2)

return phasor

Va_ph = fundamental_phasor(Va_noisy, fs, £0)

Vb_ph = fundamental_phasor(Vb_noisy, fs, fO0)

Vc_ph = fundamental_phasor(Vc_noisy, fs, £fO0)

B o
# - Componentes Simétricas —————-————-=

a = np.exp(lj * 2*np.pi/3) # Operador de sequéncia positiva

V1l = (Va_ph + a * Vb_ph + ax*2 x Vc_ph) / 3 # Sequéncia positiva
V2 = (Va_ph + a**2 * Vb_ph + a * Vc_ph) / 3 # Sequéncia negativa
#

[ S Cdlculo do FDJ Segundo PRODIST Médulo 8 ————————--—

FD_PM8_percent = abs(V2) / abs(V1) * 100
print ("\nCalculo pelo, PRODIST, Médulo,,8:")
print (£"V+ = {abs(V1):.2f}")
print (f"V-_=_{abs(V2):.2f}")

print (£"\nFD_PM8Y, = {FD_PM8_percent: .2f} %")

if FD_PM8_percent > 2.0:

print ("Desequilibrio acima do permitido. [Método, do PRODIST, Médulo, 8 ,(FD >,

27%)1."

else:

print ("Desequilibrio dentro do valor permitido. [Método do ,PRODIST, Médulo 8

L (FDu=<\_|2%) 1.

Fonte: Autor, 2025.



41

Portanto, o fator de desequilibrio de tensao FD é calculado utilizando o Método
da QFT, que realiza um calculo simples de desvio. Inicialmente, o programa identifica
o indice do componente espectral correspondente a frequéncia fundamental e extrai seu

modulo, conforme mostrado nas linhas 3 e 4 na Figura 12.

Figura 12 — Desequilibrio de Tensao pelo método da QFT

idx_Q_£f0

np.argmin(np.abs(freqs - £0))

Q_fO0_mag = QFT_mag_pos[idx_Q_£0]
FD_QFT_percent = abs((np.sqrt(6) - Q_fO_mag) / Q_fO_mag) * 100
if FD_QFT_percent > 100.00:
FD_QFT_percent = 100
print ("\nCalculo pelo Método da QFT:")
print(£"|£0| =_,{Q_fO_mag: .2f}")
print (£"\nFD_QFT%_ = {FD_QFT_percent: .2f} %")
if FD_QFT_percent > 2.0:
print ("Desequilibrio acima do limite permitido. [Método da QFT (FD > 2%)]."
)

else:

print ("\nDesequilibrio dentro do limite permitido. [Método da QFT (FD =<,

27%)1.")
#
# - Comparagdo —————————-—
print ("\n----- Comparagdo—--—- ")

print (f"Prodist,, | {FD_PM8_percent:.3f} %,l")
print (£"  QFT | {FD_QFT_percent: .3f} %.|")
avg_percent = abs(FD_PM8_percent - FD_QFT_percent)

print (f"Variagdol| {avg_percent:.3f} %ul")

Fonte: Autor, 2025.

Com o valor do moédulo da amplitude da frequéncia fundamental encontrado, é
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efetuado um simples célculo de desvio conforme a equacao a seguir:

(V6 - Q3™)

FDqrr(%) = e 100. (51)
fo

Ressalta-se que o valor de v/6 adotado nesta equacao corresponde a amplitude de
referéncia da componente fundamental obtida a partir da QFT para um sistema trifasico
perfeitamente equilibrado.

Esse valor foi determinado a partir do médulo do fasor quaternionico associado a
frequéncia fundamental quando as tensoes das trés fases apresentam amplitudes iguais e
defasagem de 120°, ou seja, sob condigao de equilibrio ideal.

Dessa forma, o nimero v/6 atua como uma referéncia normalizada que representa
o modulo esperado do vetor quaternionico fundamental em regime balanceado. Quando
ocorre um desequilibrio entre as fases, o médulo Q" se afasta deste valor referéncia.

Consequentemente, o desvio relativo entre o valor obtido e o valor de referéncia é
utilizado para expressar o fator de desequilibrio via QFT e posteriormente compara-lo
com o método via Prodist.

Em suma, trés sinais de tensao foram simulados e neles foram injetados ruidos e
harmonicos. Tiveram seus espectros de frequéncia analisados por trés FFTs em cada fase
e uma QFT para o sinal trifasico, em que cada componente imaginaria deste quatérnio
recebeu um dos sinais simulados: ¢ = 0+ V,i + V5 + Vok. Assim a QFT retornou sua
analise espectral e mostrou quais frequéncias trifasicas o compoe.

E por fim, foi calculado o indice de desequilibrio entre fases utilizando o método
previsto pelo Prodist médulo 8 e pelo método de desvio utilizando a QFT e tiveram seus
resultados comparados.

No proximo capitulo, sao apresentados os resultados e a discussao deste trabalho.
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4 Resultados e Discussoes

Primeiramente, além dos resultados praticos da implementacao computacional de-
senvolvida no Capitulo 3, ressalta-se que um dos principais resultados deste trabalho é
a realizacdo de uma fundamentacao tedrica e didatica sobre a algebra dos quatérnios,
direcionada especificamente ao nivel de graduagao.

Conforme identificado e discutido no inicio da monografia, existe uma lacuna signifi-
cativa na abordagem dos quatérnios dentro da formacao académica padrao em Engenharia
Elétrica, onde este formalismo matematico é quase inexistente. Assim, este trabalho bus-
cou também preencher essa lacuna, e o Capitulo 2 representa a acgao proposital de criar
um material de referéncia acessivel.

Adicionalmente, o desenvolvimento tedrico foi estruturado de forma sistematica, pro-
gredindo desde as defini¢oes algébricas fundamentais, como soma, multiplicacao, médulo
e conjugado, até os conceitos mais complexos, como a exponenciacao, o logaritmo e a
representacao polar quaternionica.

Com isso, este formalismo matematico detalha também as propriedades singulares,
como a nao comutatividade multiplicativa e a definicao de quatérnios puros e unitarios.
Portanto, este trabalho oferece aos estudantes de graduacao uma referéncia basica, além de
permitir que eles possam aplicar a algebra quaternionica em outras aplicagoes no ambito
da Engenharia Elétrica.

Posteriormente, a implementacao da QFT em linguagem Python permitiu analisar
sinais trifasicos de tensao em SEP. Assim, os sinais simulados foram submetidos a duas

abordagens distintas:
e Método classico: foram aplicadas trés FFTs independentes, uma para cada fase;
e Método quaternionico: uma tnica QFT foi aplicada no sistema trifasico completo.

Os espectros de frequéncia dos sinais trifasicos obtidos pela FFT e QFT sao mos-

trados na Figura 13.



Figura 13 — Comparacao entre os espectros de frequéncia obtidos pela FFT e QFT
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Analisando a Figura 13, no contexto da FF'T, verifica-se que os trés graficos exibem
os espectros de magnitude para as fases A, B e C, calculados de forma independente.
Observa-se que os trés espectros sao idénticos. Isso indica que o sinal trifasico possui
uma distor¢ao harmonica perfeitamente balanceada, onde cada fase contém as mesmas
componentes de frequéncia com as mesmas magnitudes.

As componentes de frequéncia e suas respectivas magnitudes (normalizadas) identi-
ficadas pela FFT em cada fase sao listadas na Tabela 2.

Observando a Figura 13, visualiza-se o resultado da QFT, que processa as trés fases
simultaneamente. Além disso, as componentes de frequéncia do espectro resultante, que

¢ chamado de magnitude combinada, sao comparadas com dispostas na Tabela 2.

Tabela 2 — Comparagao entre magnitudes FFT e QFT e a relacao entre elas

Frequéncia (Hz) Magnitude FFT Magnitude QFT Relacao (QFT/FFT)

(por fase) (combinada)
60 1,00 2,45 2,45
90 0,20 0,49 2.45
120 0,50 1,23 2,46
132 0,14 0,34 2,43
180 0,34 0,82 2,41
300 0,20 0,49 2,45

Fonte: Autor, 2025.

Adicionalmente, a QFT identificou exatamente o mesmo conjunto de componen-
tes de frequéncia presentes no sinal, mostrando a eficicia na deteccao das distorcoes
harmonicas. Com isso, a principal vantagem da abordagem quaternionica é desenvolver
a analise das trés fases em uma Unica operacao e um unico espectro. Assim, na Tabela 2
é realizada a comparacao dos métodos utilizados.

Em suma, a QFT identificou os componentes de frequéncia que a FFT detecta.
Ademais, a magnitude combinada da QFT nao é uma simples soma das magnitudes
individuais, mas sim uma medida agregada que se mostra consistentemente proporcional
(entre 2,41 e 2,46) & magnitude da FFT de uma tnica fase para este sinal balanceado.

Assim, nota-se que para a QFT ser normalizada e indicar uma andlise monofésica, em que
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as trés fases possuem harmonicos simétricos, basta dividir as magnitudes das frequéncias
por V6 ~ 2,45,

Além disso, do ponto de vista computacional, a QFT apresentou maior custo de pro-
cessamento e complexidade de implementacao, do que a FFT. Contudo, sua interpretacao
geométrica e capacidade de integrar multiplas dimensdes em uma tunica transformada
tornam-se uma importante ferramenta.

Na sequeéncia é realizada uma avaliacao quantitativa, comparou-se o indice de dese-
quilibrio obtido pelo método do PRODIST Médulo 8 com o indice calculado pela QFT.

Em simulagoes com cenarios de flutuacao de tensao na faixa de 0,5 p.u. a 1,93
p.u. por fase, o método QFT demonstrou uma excelente concordancia ao padrao. Os
resultados indicaram um desvio percentual minimo, situado entre 0,02% e 1,01%, em
relacao ao método proposto pelo PRODIST. Este resultado atesta a viabilidade teérica
da QFT, bem como a precisao para aplicagoes praticas de andalise de qualidade de energia
elétrica, mesmo sob condigoes de variacao de tensao.

No entanto, para flutuacoes bifasicas e trifasicas de tensao, o método QFT apresenta
grandes desvios em relagao ao método PRODIST, mostrando baixa eficacia na detecgao.

E caso as fases sejam igualmente desviadas de seus valores nominais, a QF T consegue
detectar este afundamento ou elevagao de tensao equilibrada, trazendo uma qualidade
nao prevista em relacao ao método do PRODIST. Por fim, conclui-se que, a QFT ¢é
uma ferramenta precisa, com aplicabilidade prética e alinhada aos padroes de Engenharia

Elétrica para a analise de distirbios e qualidade de energia em sistemas elétricos trifasicos.



47

5 Consideracoes Finais

Este trabalho de conclusao de curso investigou a estrutura algébrica dos quatérnios
e sua aplicagao pratica na andlise de sinais trifdsicos no contexto da Engenharia Elétrica.
O objetivo deste trabalho foi desenvolver uma implementagao computacional da QFT em
linguagem Python e avaliar sua viabilidade como uma alternativa metodolégica a FFT e
aos padroes de andlise de desequilibrio de tensao recomendados pelo PRODIST.

Além disso, devido a lacuna existente dos conceitos de quatérnios nos cursos de En-
genharia Elétrica, a fundamentacao tedrica foi desenvolvida para ser um material didatico
basico. Dessa forma, foram apresentados os conceitos necessarios para a compreensao da
algebra quaternionica, desde suas definicoes e operagoes fundamentais até a derivacao da
QFT. Com isso, este material serve como uma referéncia introdutéria para os estudantes
de Engenharia Elétrica que desejam explorar este arcabouco tedrico.

Posteriormente, realizou-se a implementacao pratica da QFT em sinais trifasicos.
Os espectros de frequéncia gerados pela QFT demonstraram concordancia com os re-
sultados obtidos pelas trées FFTs monofésicas independentes. Além disso, a validagao
foi constatada comparando quantitativamente o método QFT com o padrao estabelecido
pelo PRODIST Médulo 8. Os resultados demonstraram uma excelente concordancia uti-
lizando a abordagem quaternionica para o cendrio especifico: para as flutuacoes de tensao
por fase na faixa de 0,5 p.u. a 1,93 p.u. seus desvios percentuais em relagao ao método
PRODIST foram relativamente baixos, situando-se entre 0,02% e 1,01%.

A principal vantagem da QFT, confirmada por este estudo, deve-se ao fato deste
artificio tratar o sistema trifisico como uma entidade vetorial tnica. Tal abordagem
preserva as informacoes de interacao entre fases, orientacao espacial e fase dos dados,
caracteristicas que sao inerentemente perdidas na anélise por multiplas FF'T's monofasicas.
Contudo, este detalhamento da QFT acarreta num aumento do custo de processamento,
isto é, a QFT demanda maior custo computacional e uma complexidade de implementacao
superior a FFT.

Adicionalmente, o presente estudo também identificou que o método QFT apresenta
baixa eficdcia na deteccao de flutuacoes bifasicas e trifasicas nao simétricas. Esta cons-
tatacao, embora demonstre uma limitacao, nao inviabiliza a utilizacao do método. Com
isso, para os proximos trabalhos, um dos principais desafios é otimizar computacional-

mente o algoritmo e validar seus resultados com sinais experimentais reais.
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Por fim, a QFT constitui uma extensao matemaética consistente da FFT. Embora
sua complexidade computacional seja um fator a ser considerado, sua capacidade de
andlise unificada oferece uma ferramenta analitica efetiva. Ademais, o uso da &algebra
quaternionica no tratamento de sinais nao apenas amplia a interpretacao matematica
dos fenomenos elétricos, como também introduz novas possibilidades de aplicagoes em

Engenharia Elétrica.

5.1 Trabalhos Futuros

Como perspectivas de continuidade, recomenda-se:

Solucionar o problema de alto desvio em flutuagoes nao simétricas bifasicas e

trifasicas;

Implementar QF'T para deteccao de faltas e variagoes de tensoes de curta duragao;

Investigar otimizagoes computacionais da QFT visando reduzir seu custo operacio-

nal, tornando-a mais competitiva frente a FF'T em aplicagoes praticas;

Ampliar a andlise para sinais experimentais reais de sistemas elétricos industriais.
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APENDICE A - Cédigo: Criacdo de Sinais Simétricos com Harmonicos
Simétricos e Calculo de Desequilibrio de Tensao pelo PRODIST Mdédulo 8 e
pelo Método da QFT

Figura 14 — Cédigo descrito no Fluxograma

import numpy as np
import matplotlib.pyplot as plt

from scipy.signal import find_peaks

# o Configuragbes —————————————————--—-
fs = 2048 # Frequéncia de Amostragem (Hz)

duration = 2 # Duracdo (s)

t = np.arange(0, duration, 1/fs) # Cria o array com passo desejado

N

t.size # Numero total de amostras
f0 = 60.0 # Frequéncia Fundamental (Hz)

rng = np.random.default_rng(0) # Adiciona rTuido para simular condig¢bes reais

# - Cria a FungGo de Sinal ————————--
def make_phase_component (fre=0, amplitude=0, phase=0, phase_shift_deg=0):
return amplitude * np.sin(2*np.pi*freq*t + np.deg2rad(phase +

phase_shift_deg))

Va = np.zeros_like(t)

Vb = np.zeros_like(t)

Vc = np.zeros_like(t)

# ___________________________

T e Harménicos e Inter-Harménicos —————————

int_harmonics_mult = [1, 2, 3, 5] # Fundamental (60Hz), 2° harménico (120Hz), 3
° harménico (180Hz) e 5° harménico (300Hz)
interharmonic_mult = [1.5, 2.2] # 1.5° inter-harménico (90 Hz) e 2.2° inter-

harménico (132Hz)



e Ruidos ——————----
for mult in int_harmonics_mult:
freq = mult * fO
amp = 1.0 / mult
phase = rng.uniform(0, 360)
Va += make_phase_component(freq, amp, phase, 0)
Vb += make_phase_component (freq, amp, phase, -120)

Vc += make_phase_component(freq, amp, phase, +120)

for mult in interharmonic_mult:

freq = mult * fO

amp = 0.3 / mult
phase = rng.uniform(0, 360)
Va += make_phase_component(freq, amp, phase, 0)

Vb += make_phase_component (freq, amp, phase, -120)

Vc += make_phase_component(freq, amp, phase, +120)

for V in [Va, Vb, Vc]:
V += 0.01 * np.sin(2*np.pi*1*t + rng.uniform(0, 2#*np.pi))
noise_std = 0.1 # Ruido égerado quando notse_std > 0

Va_noisy = Va + rng.normal(0, noise_std, size=N)

Vb_noisy = Vb + rng.normal(0, noise_std, size=N)

Vc_noisy = Vc + rng.normal(0, noise_std, size=N)

# _________________________________________________

# - Cria Desequilibrios para Testar o Detector de Desequilibrios de
Tensbes ———————-—---

# 0 desequilibrio égerado quando Vz =/= 1.00
Va_noisy *= 1.00
Vb_noisy *= 1.00

Vc_noisy *= 1.93
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def g_mul(a, b):

al...,0], al[...,1], al[...,2], al...,3]
w2, x2, y2, z2 = b[...,0], b[...,1], b[...,2], b[...,3]

wl, x1, y1, z1

w = wlkw2 - x1xx2 - ylxy2 - zlx*xz2
x = wl*x2 + x1*w2 + yl*xz2 - zlxy2

y = wlxy2 - x1*z2 + yl*xw2 + z1*x2

N
]

wlkxz2 + x1*xy2 - y1*xx2 + zl*xw2

return np.stack([w, x, y, z], axis=-1)

def gq_norm(a):

return np.sqrt(anp.sum(ax*2, axis=-1))

mu = np.array([0.0, 1.0, 1.0, 1.0]) # Neste caso: mu = (0 + ¢ + j + k)

mu[l1:] /= np.linalg.norm(mul[l:]) # Normaliza o quatérnio puro

# - Cria o Sinal Quaternidnico ——————-—----
g_signal = np.stack([np.zeros_like(Va_noisy), Va_noisy, Vb_noisy, Vc_noisy],

axis=-1) # q = 0 + Va*i + Vb*j + Vc*k

# - Realiza a QFT Discreta ’Esquerda’ Manualmente: Q[k] = sum_n exp (-
my * 2pt kn/N) * q[n] -—————-——-

ks = np.arange(N) # Cria um array para amostras de frequéncias

ns = np.arange(N) # Cria um array para amostras de tempo
theta = 2*np.pi/N * (ks[:, None] * ns[None, :]) # Cria uma matriz de frequéncia

por tempo

cos_t = np.cos(theta) # Define cosseno para reescrita polar

sin_t = np.sin(theta) # Define seno para reescrita polar

exp_left = np.empty((N, N, 4)) # Cria uma matriz 3D para acomodar os elementos
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quaternidnicos
exp_left[...,0] = cos_t # Realiza a Distributiva: exp(-mu*theta) = cos(theta) +
(-mu)*sin(theta)
exp_left[...,1] = -mu[l]l*sin_t # Realiza a Distributiva

exp_left[...,2]

-mu[2]*sin_t # Realiza a Distributiva

exp_left[...,3] = -mu[3]*sin_t # Realiza a Distributiva

g_broadcast = q_signal[None, :, :] # Recebe os walores das amostras em g_signal

prod_left = g_mul(exp_left, q_broadcast) # Realiza a multiplicagdo: exp(-mu * 2
pi kn/N) * q[n]

QFT = prod_left.sum(axis=1) # Realiza a soma de todas as amostras

QFT_mag_full = q_norm(QFT) / N # Magnitude bilateral normalizada

# - Eztrai as Frequéncias Positivas da (FT e as Ajusta —-————————-
freqs_full = np.fft.fftfreq(N, 1/fs)

pos_idx = freqs_full >= 0

freqs = freqs_full[pos_idx]

QFT_mag_pos = QFT_mag_full[pos_idx] .copy()

if QFT_mag_pos.size > 1:
if N % 2 == 0:
QFT_mag_pos[1:-1] *= 2.0
else:

QFT_mag_pos[1:] *= 2.0

# - Plota os Sinais no Tempo ———————-——-
plt.figure(figsize=(12,5))

plt.plot(t[:400], Va_noisy[:400], label=’Fase Va’)
plt.plot(t[:400], Vb_noisy[:400], label=’Fase Vb’)
plt.plot(t[:400], Vc_noisy[:400], label=’Fase Vc’)
plt.title("Sinais Va, Vb e Vc_ no, Tempo")

plt.xlabel ("Tempo,(s)")



plt.ylabel ("Amplitude")
plt.legend ()

plt.grid()
plt.tight_layout ()

plt.show()

# - Funcdo para Realizar as FFT das Fases —————————-
def plot_fft(sig, label):
sig_fft = np.fft.rfft(sig)
mag = np.abs(sig_fft) / N
if mag.size > 1:
if N % 2 == 0:
mag[l:-1] *= 2.0
else:
mag[1l:] *= 2.0
freqs = np.fft.rfftfreq(N, 1/fs)

plt.plot(freqgs, mag, label=label)

peaks, _ = find_peaks(mag, height=0.05 * np.max(mag)) # Encontra e marca no
plot os picos das harménicas

for p in peaks:
plt.plot(fregs[pl, maglpl, ’ro’, markersize=4)
plt.text(freqs[pl, maglpl*1.05, f’{freqsl(p]:.1f} Hz\n{maglp]l:.2f}’,

ha=’center’, va=’bottom’)

# ______________________________
# - Plota as Transformadas Rdpidas de Fourier (FFT) das Trés Fases
for sig, label in zip([Va_noisy, Vb_noisy, Vc_noisy], [’Fase_A’, ’Fase B’, ’

Fase C’]):
plt.figure(figsize=(12,5))
plot_fft(sig, label)
plt.x1im(0, 400)
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plt.xlabel("Frequéncia (Hz)")
plt.ylabel("Magnitude")
plt.title(f"Magnitude, da FFT da {label}")
plt.legend ()

plt.grid()

plt.tight_layout ()

plt.show()

# - Plota a Transformada de Fourier @uaternidnica QFT ------—-——-
plt.figure(figsize=(12,5))

plt.plot(freqs, QFT_mag_pos, color=’red’, label="QFT")

plt.x1im(0, 400)

plt.xlabel ("Frequénciay, (Hz)")

plt.ylabel("Magnitude Combinada")
plt.title("Transformada, de Fourier Quaternidnica ,’Esquerda’")

plt.legend ()

peaks, _ = find_peaks(QFT_mag_pos, height=0.05*np.max(QFT_mag_pos)) # Encontra
e marca no plot os picos das harmdénicas
for p in peaks:
plt.plot(fregs[pl, QFT_mag pos[pl, ’ro’, markersize=4)
plt.text(freqs[p]l, QFT_mag_pos[p]*1.05,
f’{freqs[p]:.1f} Hz\n{QFT_mag_pos[p]:.2f}’,

ha=’center’, va=’bottom’)

plt.grid()
plt.tight_layout ()

plt.show()

# o Calcula os Fasores Fundamentaias de Va, Vb e Ve —————————-
def fundamental_phasor(signal, fs, £0):

N = len(signal)



199

200

201

202

203

204

205

206

207

208

209

fft_vals = np.fft.rfft(signal)
freqs = np.fft.rfftfreq(N, 1/fs)

idx_f0

np.argmin(np.abs(freqs - £0))

phasor = fft_vals[idx_f0] / (N/2)

return phasor

Va_ph = fundamental_phasor(Va_noisy, fs, £0)

Vb_ph = fundamental_phasor(Vb_noisy, fs, f0)

Vc_ph = fundamental_phasor(Vc_noisy, fs, f0)

# _________________________________________________
# - Componentes Simétricas —————-————-

a = np.exp(lj * 2*np.pi/3) # Operador de sequéncia positiva

V1l = (Va_ph + a * Vb_ph + a**2 x Vc_ph) / 3 # Sequéncia positiva
V2 = (Va_ph + a**2 * Vb_ph + a * Vc_ph) / 3 # Sequéncia negativa
# ____________________________________________

# - Cdlculo do FDJ Segundo PRODIST Médulo 8 —-—-—-—---

FD_PM8_percent = abs(V2) / abs(V1) * 100

print ("\nCilculo pelo, PRODIST Médulo, 8:")
print (£"V+ = {abs(V1):.2f}")
print (£"V-_ = {abs(V2):.2f}")

print (£"\nFD_PM8Y, = ,{FD_PM8_percent:.2f} ")

if FD_PM8_percent > 2.0:
print ("Desequilibrio acima do permitido. [Método do PRODIST, Médulo,,8,,(FD >,
2/)71.")
else:
print ("Desequilibrio dentro do valor permitido. [Método do ,PRODIST, Médulo 8

u(FD=<2%)1.")



idx_Q_f0

np.argmin(np.abs(freqs - £0))

Q_fO0_mag = QFT_mag_pos[idx_Q_£0]

FD_QFT_percent = abs((np.sqrt(6) - Q_fO_mag) / Q_fO_mag) * 100

if FD_QFT_percent > 100.00:
FD_QFT_percent = 100

print ("\nC&lculo pelo, Método da QFT:")
print(£"|£0| = {Q_fO0_mag: .2f}")

print (£"\nFD_QFT%_ = {FD_QFT_percent:.2f} %")

if FD_QFT_percent > 2.0:
print ("Desequilibrio acima do limite permitido. [Método da ,QFT (FD_>,2%)]."
)
else:

print ("\nDesequilibrio dentro do limite permitido. [Método da QFT, (FD =<

2/71.")
# _____________________________________________________
# - Comparagdo --———--—---=
print ("\n----- Comparagdo—--—-— ")

print (f"Prodist,, | {FD_PM8_percent:.3f} %,l")
print (£"  QFT | {FD_QFT_percent: .3f} %.l")
avg_percent = abs(FD_PM8_percent - FD_QFT_percent)

print (f"Variagdol| {avg_percent:.3f} %ul")

Fonte: Autor, 2025.
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