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RESUMO

Este trabalho tem como foco um estudo sobre o Processo de Contato, mo-
delo estocéstico utilizado para representar a propagagao de infecgées, comportamen-
tos e informacgdes em redes. A pesquisa parte da necessidade de compreender como
sistemas compostos por multiplos agentes interagem de forma aleatéria ao longo do
tempo. O principal objetivo deste trabalho foi investigar a formulagdo matematica, a
dindmica e as aplicacdes do Processo de Contato por meio de uma analise teédrica e
computacional. A metodologia envolve revisdo sistematica da literatura, anélise com-
parativa de diferentes abordagens e desenvolvimento de modelos computacionais. Os
resultados destacam o papel de variaveis como a taxa de infec¢do, o tamanho da rede
e a densidade inicial de infectados nos regimes subcritico e supercritico. Como contri-
buicao, o trabalho apresenta uma sintese organizada sobre o modelo, reforcando seu
potencial como ferramenta de modelagem de fenbmenos complexos e incentivando
sua aplicacao em contextos interdisciplinares.

Palavras-chave: Modelos estocasticos. Dindmica de redes. Propagacao em sistemas
complexos. Epidemiologia matematica.



ABSTRACT

This work focuses on a study of the Contact Process, a stochastic model
used to represent the spread of infections, behaviors, and information in networks.
The research stems from the need to understand how systems composed of multiple
agents interact randomly over time. The main objective of this work is to investigate
the mathematical formulation, dynamics, and applications of the Contact Process th-
rough theoretical and computational analysis. The methodology includes a systematic
literature review, comparative analysis of different approaches, and the development
of computational models. The results highlight the role of variables such as the infec-
tion rate, network size, and initial density of infected individuals in the subcritical and
supercritical regimes. As a contribution, the study provides an organized synthesis
of the model, reinforcing its potential as a tool for modeling complex phenomena and
encouraging its application in interdisciplinary contexts.

Keywords: Stochastic models. Network dynamics. Propagation in complex systems.
Mathematical epidemiology.
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1 INTRODUCAO

Diversos sistemas sdo compostos por um alto numero de elementos co-
nectados entre si por meio de interacoes especificas. Eles estdo presentes em varias
areas do nosso cotidiano. A Internet, por exemplo, é formada por computadores interli-
gados por conexdes de dados, e a sociedade, por sua vez, é constituida por individuos
unidos por vinculos sociais (Caldarelli, 2007).

De forma geral, tais estruturas sdo chamadas de sistemas complexos, jus-
tamente pela dificuldade de prever seu comportamento com base apenas na analise
isolada de seus componentes. Dada sua importancia em diversos contextos, como na
vida cotidiana, na ciéncia e na economia, € essencial desenvolver métodos capazes
de compreendé-los, modela-los matematicamente, fazer previsdes e, eventualmente,
controla-los (Barabasi, [2013).

Uma forma eficiente de representar essas estruturas é por meio de redes,
nas quais os elementos sdo associados aos vértices, e as interagdes entre eles, as
arestas (Newman, 2010). Entre os temas mais explorados nesse contexto, destaca-se
a analise de processos de disseminagdo, como a transmissao de doengas ou 0 com-
partilhamento de informagdes, que se consolidou como um dos principais focos da Te-
oria das Redes (Pastor-Satorras; Vespignani, 2001 Newman, [2002; Pastor-Satorras;
Castellano et al., 2015; Cinelli et al., 2021).

Por meio da construcao de modelos epidémicos, é possivel obter informa-
cbes para prever e compreender a propagacao de patdgenos, além de auxiliar na
definicdo de politicas publicas voltadas a mitigagdo dos impactos (Balcan et al., 2009;
Gomes et al., 2014; Villela et al.,|2017; Pinho et al.,|2010).

A pandemia da COVID-19 é um exemplo da aplicacdo desses estudos. No
Brasil, em abril de 2022, o numero de casos se aproximava dos 30 milhées, com mais
de 660 mil mortes registradas (Moura et al., 2022). Desde o inicio da crise sanitaria,
diversos cientistas, de diferentes areas, concentraram esforcos na compreensao € no
enfrentamento dessa nova ameacga (Li et al., 2020; Read et al., 2021} |Chinazzi et al.,
2020;; Du et al., [2020; Danon et al.,|2021; |/Arenas et al., 2020; Aleta; Moreno, 2020).

O modelo abordado neste trabalho é o Processo de Contato, proposto por
Harris (1974). Esse processo € um sistema de particulas interagentes que pode ser
interpretado como um modelo para representar a propagacao de uma infeccéo (Dick-
man; Dickman; Barbosa, [2006)).

Nesse modelo, cada sitio de uma rede d-dimensional representa um indi-
viduo que pode estar em um dos dois estados: infectado ou saudavel. A evolucéo
do sistema ocorre segundo uma dinamica estocastica baseada em eventos elementa-
res de infecgéo e recuperagdo. Essa dinamica pode ser visualizada na Figura[f], que
ilustra uma rede regular unidimensional com N sitios, onde os individuos infectados
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sao representados em preto. No instante ¢, observa-se que o sitio i possui seus dois
vizinhos infectados.

Figura 1 — llustragéo de uma rede regular unidimensional composta por N sitios

Fonte: FERREIRA, 2009.

A propagagéo da infeccao se da por meio do contato direto entre individuos
infectados e saudaveis, sendo controlada por um parametro de infec¢cao, denotado por
A. Individuos infectados se recuperam com uma taxa unitaria e permanecem susce-
tiveis a reinfeccdo. Para valores elevados de )\, a infec¢do pode se propagar indefi-
nidamente pela populagdo. Em contrapartida, quando A é muito baixo, a extin¢gdo da
infeccao a longo prazo é inevitavel (Dickman; Dickman; Barbosal, 2006).

Cabe destacar que a infeccao sé pode ocorrer se o individuo estiver conec-
tado a pelo menos um vizinho infectado. Nesse sentido, a configuragdo em que todos
os individuos estdo saudaveis é denominada estado absorvente. Uma vez atingido,
o sistema permanece nessa condi¢do indefinidamente, pois ndao ha mecanismos que
possibilitem o retorno da infec¢cdo. Esse estado, portanto, representa a extincdo da
epidemia. Assim, o sistema pode evoluir para dois cenarios distintos: uma fase ativa,
caracterizada pela propagacao continua da doenca, ou uma fase absorvente, na qual
todos os individuos permanecem saudaveis (Ferreira, 2009).

Além da propagacao de epidemias, o Processo de Contato também tem se
mostrado util na modelagem de outros fenémenos dindmicos, como a disseminacao
de comportamentos e ideias na web. Sua versatilidade permite, também, aplicacdes
em areas como Biologia, Quimica e Fisica, representando intera¢des locais entre ele-
mentos e a evolucdo de estados ao longo do tempo (Dickman; Dickman; Barbosa,
2006|; Sander, |2011};|Costa, |2022). Dessa forma, esse modelo se destaca como uma
ferramenta para compreender e simular processos estocasticos que envolvem multi-
plos agentes e dependem da estrutura das interacées no sistema.

Diante do exposto, este trabalho teve como objetivo principal entender o
Processo de Contato em rede unidimensional. No capitulo seguinte, serdo apresen-
tados os fundamentos teoricos e a definicao formal do modelo, incluindo suas propri-
edades dinamicas. Os capitulos subsequentes abordarao o referencial bibliografico, a
metodologia adotada, os resultados gerados por meio de simulagdes e analises e, por
fim, as conclusdes e perspectivas para trabalhos futuros.
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1.1 Objetivo

Nesta secdo, sao apresentados o objetivo geral e os objetivos especificos
deste trabalho.

1.1.1 Objetivo Geral

Este trabalho teve como objetivo geral compreender o Processo de Contato
enquanto modelo matematico. Para isso, buscou-se investigar sua formulacao mate-
matica, sua dinamica e suas possiveis aplicagdes em diferentes contextos, com base
em um levantamento te6rico e em uma andlise critica da literatura especializada.

1.1.2 Objetivos Especificos

Nesse contexto, propuseram-se 0s seguintes objetivos especificos:

a) Realizar um levantamento bibliografico sobre o Processo de Contato;

b) Estudar os fundamentos matematicos relacionados ao modelo;

c) Analisar e comparar diferentes abordagens de modelagem do Processo
de Contato, destacando suas vantagens e limitacdes;

d) Desenvolver codigos em linguagem de programacgado, como Python,
para simular e ilustrar o modelo em cenarios especificos;

e) ldentificar aplicagées do Processo de Contato em diferentes campos do
conhecimento, como Epidemiologia, Ciéncia de Redes ou Fisica.

1.2 Justificativa

A relevancia académica da pesquisa reside na sistematizacao de conceitos
essenciais, proporcionando uma ponte entre teoria e pratica. Ao aliar embasamento
tedrico a simulacbes computacionais, espera-se que este estudo nao apenas funci-
one como material introdutério para o publico académico e cientifico, mas também
incentive investigagdes futuras em contextos mais complexos. Em resumo, este tra-
balho busca contribuir para o avango do conhecimento sobre o Processo de Contato,
oferecendo uma analise estruturada sobre o assunto.

Do ponto de vista pratico, compreender o comportamento de modelos de
propagacao pode ter implicagdes reais em areas como Epidemiologia, Ciéncia de Re-
des e Fisica. Isso pode, futuramente, auxiliar no desenvolvimento de solugbées com-
putacionais, politicas de controle de propagacao, ou ainda, na criagéo de ferramentas
de simulacdo com aplicacdes sociais e tecnolbgicas.

Portanto, o desenvolvimento deste trabalho é justificado pela necessidade
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de aprofundamento teérico sobre o tema. Além disso, ele possui potencial para con-
tribuir na formagéo académica, na comunidade cientifica e na interface entre teoria
matematica e aplicacdes reais.

Nesse sentido, este trabalho tem como resultado esperado a melhor com-
preensao sobre o Processo de Contato, um modelo matematico utilizado para a repre-
sentagcao de fendmenos de propagacao. Ao aprofundar o entendimento sobre suas
propriedades e possibilidades de aplicagéo, o estudo busca contribuir tanto para a for-
macao académica quanto para a valorizagao da pesquisa em Mateméatica Aplicada no
contexto do Instituto Federal de Minas Gerais (IFMG) — Campus Bambui.

No ambito regional, espera-se que o projeto incentive outros estudantes e
pesquisadores da instituicdo e da regidao a explorarem temas interdisciplinares que
unem Matematica, Ciéncia de Dados e modelagem de sistemas reais. Isso pode for-
talecer a cultura cientifica local, especialmente nas areas de ciéncias exatas e com-
putacao.

Do ponto de vista social, entender modelos como o Processo de Contato
pode gerar impactos indiretos. Eles fornecem base teérica para aplicagdes em areas
como Epidemiologia, Ciéncias Sociais e Fisica. Esses modelos ajudam a analisar
fendmenos como a propagacao de doencas, ideias ou comportamentos.

Para a comunidade cientifica, este trabalho busca ser uma referéncia intro-
dutdria. Ele pode auxiliar pesquisadores que desejam entender ou aplicar o Processo
de Contato em seus estudos. Além disso, aponta caminhos para investigacdes futuras.

1.3 Classificacao da pesquisa

A abordagem metodoldgica adotada neste trabalho estd em conformidade
com as diretrizes e classificacdes estabelecidas no Anexo C — Classificacdo Metodo-
l6gica do TCC, conforme disposto na Resolucao n.% 02, de 13 de janeiro de 2025, do
IFMG — Campus Bambui (Instituto Federal de Minas Gerais, 2025). Assim, a pesquisa
e classificada da seguinte forma:

- Natureza da Pesquisa: este trabalho caracteriza-se como uma pesquisa
basica, uma vez que visa aprofundar o conhecimento teérico sobre o Pro-
cesso de Contato. O foco principal reside na compreensao e sistema-
tizacdo do conhecimento, sem, necessariamente, a aplicacdo direta ou
imediata em produtos ou processos tecnoldgicos.

- Tipo de Objetivos: do ponto de vista dos objetivos, trata-se de uma pes-
quisa exploratéria. O intuito é proporcionar maior familiaridade com o
Processo de Contato, investigar suas propriedades e discutir possiveis
aplicagdes.

- Procedimentos Metodoldgicos: a metodologia adotada baseia-se em
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pesquisa bibliografica, com a analise de livros, artigos cientificos e outras
publicagdes que tratam do Processo de Contato e suas variagcdes. Tam-
bém foram realizadas simulagdes computacionais para ilustrar o compor-
tamento do modelo em diferentes contextos.

Abordagem da Pesquisa: a presente pesquisa adota uma abordagem
quali-quantitativa. Do ponto de vista quantitativo, fundamenta-se na ana-
lise de modelos matematicos, simulagcbes computacionais e no trata-
mento formal e numérico de informacdes relacionadas ao Processo de
Contato. Ja no aspecto qualitativo, buscou-se contextualizar aplicagcées
interdisciplinares do modelo e discutir suas limitacées e potenciais, pro-
movendo uma compreensao mais ampla e reflexiva do tema.
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2 FUNDAMENTACAO TEORICA

Neste capitulo, serdo apresentados conceitos que servirdo de base para a
analise dos fendmenos dinamicos. Inicialmente, introduz-se o tema das redes com-
plexas, destacando sua importancia na modelagem de sistemas reais. Em seguida,
séo explorados os elementos essenciais da teoria dos grafos, que fornece a base
matematica para a representagado e o estudo dessas redes. Por fim, apresenta-se o
Processo de Contato, um modelo estocastico utilizado para representar a propagacao
de infeccbes em redes, enfatizando seu comportamento dindmico e a ocorréncia de
transigdes de fase.

2.1 Redes Complexas

As redes complexas podem ser analisadas por meio de uma representagao
matematica abstrata fornecida pela teoria dos grafos. Nesse contexto, cada elemento
do sistema é associado a um vértice, enquanto as interagdes ou relacdes entre eles
sdo modeladas por arestas. Essa abordagem vem proporcionando avancgos significa-
tivos, especialmente quando combinada com ferramentas da mecénica estatistica e
simulagées computacionais (Strogatz, 2001).

A Figura [2] apresenta um exemplo da rede social Facebook, destacando
dois perfis e seus respectivos amigos em comum. Nela, os vértices representam os
usuarios, e as ligagées correspondem as relagdes de amizade, ilustrando uma tipica
estrutura de rede complexa.

Figura 2 — Rede de usuarios do Facebook conectados por relacbes de amizade

Fonte: COTA, 2016.
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2.2 Teoria de Grafos

As definicoes apresentadas baseiam-se nos trabalhos de Essam e Fisher
(1970) e Zhang e Chartrand (2006). Também sado considerados estudos que tra-
tam de propriedades especificas, como a correspondéncia em grafos ponderados de
Umeyamal (1988). Além disso, incluem-se trabalhos sobre caminhos minimos de \Smir-
nov| (2018), caracteristicas espectrais de [Harary| (1962) e técnicas de agrupamento de
Schaetffer (2007). Por fim, destacam-se contribui¢ées nacionais, como as de Oliveira,
Rangel e Araujo| (2013).

A Teoria dos Grafos teve seu marco inicial no ano de 1736, com os estudos
do matematico suico Leonhard Euler (1707—1783), ao resolver o problema das pontes
de Kdénigsberg. Naquela época, a cidade de Kbénigsberg, atualmente Kaliningrado, lo-
calizada na Russia, era cortada pelo rio Pregel e possuia sete pontes que conectavam
suas margens e duas ilhas centrais. Quatro dessas pontes ligavam as margens do rio
a uma das ilhas, duas conectavam a outra ilha as margens, e a Ultima fazia a ligacao
entre as duas ilhas. Isso pode ser visto na Figura[3] O desafio consistia em determinar
se seria possivel realizar um percurso que atravessasse todas as pontes exatamente
uma vez, sem repeticoes.

Figura 3 — Abstracédo do problema das sete pontes de Kdnigsberg.

(b)

(a) Sistema fisico da cidade de Kénigs- (b) Representagao abstrata em forma de
berg. grafo.

Fonte: COSTA, 2022.

A Figura[3lilustra o processo de abstrago realizado pelo matematico ao tra-
tar o problema. Na subfigura [3a, observa-se a configuragéo fisica original do sistema,
composta pelas massas de terra separadas pelo rio Pregel e conectadas por sete
pontes. Euler, ao buscar uma formulacdo matematica do problema, desconsiderou
informacdes ndo essenciais, como as formas e dimensdes das regides e das pontes.
Esse processo de simplificacao resultou na estrutura esquematica representada em
[Bbl na qual os elementos relevantes do sistema s&o mantidos.
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Essa forma de representar o sistema passou a ser conhecida como grafo,
uma estrutura composta por elementos interligados que seguem determinadas regras.
No exemplo de Kbnigsberg, as porcdes de terra sdo denominadas vértices (ou nds),
enquanto as pontes correspondem as arestas, que indicam as conexdes entre 0s vér-
tices.

Um grafo pode ser definido como uma estrutura matematica composta por
um conjunto ndo vazio V' de elementos, chamados vértices (ou nés), e por um conjunto
E de pares nao ordenados de vértices, denominados arestas. Um grafo é represen-
tado por G = (V, E)) ou, de forma abreviada, apenas por G.

Representacdes graficas de grafos, geralmente, consistem em conjuntos
de pontos, que simbolizam os vértices, conectados por linhas ou curvas, que indicam
as conexdes (ou arestas) entre eles. Isso estd ilustrado na Figura [4]

Figura 4 — Representacao Grafica de um Grafo

Fonte: SILVA, 2007.

Um grafo G = (V, E'), no qual o conjunto V' possui N elementos (ou seja, N
vértices), é dito ter ordem N. De forma analoga, o tamanho de um grafo corresponde
ao numero M de suas arestas (isto é, ao numero de elementos do conjunto E).

Quando uma aresta ¢ liga os vértices v; e vy, diz-se que 0s vértices v; € vy
séo incidentes a aresta e. Alternativamente, pode-se dizer que a aresta e conecta v; €
v9, que sdo seus Vvértices extremos. Os vértices v; € vy, conectados pela aresta e, séo
adjacentes ou vizinhos.

Um grafo finito € aquele cujo conjunto de vértices e conjunto de arestas
possuem uma quantidade finita de elementos. Ja um grafo é simples quando todas as
arestas do conjunto £ sdo compostas por elementos distintos de vértices do conjunto
V.
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2.3 Tipos de Grafos

Quando um numero w é atribuido a uma aresta de um grafo, diz-se que
essa aresta possui um peso w. Considera-se que 0s pesos sdo, em sua maioria,
nuameros reais positivos (w > 0). A presenga de pesos é 0 que caracteriza o grafo
como um grafo ponderado. A Figura [5]ilustra um exemplo desse conceito.

Figura 5 — Um exemplo de grafo ponderado

Fonte: Elaborado pela autora, 2026.

Um grafo direcionado (ou digrafo) € um tipo de grafo no qual todas as ares-
tas possuem uma direcéo definida, ou seja, cada aresta conecta dois vértices em uma
ordem especifica. Nesse contexto, cada aresta direcionada é caracterizada por um
sentido: um de seus extremos é denominado ponto de origem, € 0 outro é chamado
de ponto de destino. A Figura[6|apresenta um exemplo visual de um grafo direcionado.

Figura 6 — Um exemplo de grafo direcionado

Fonte: Elaborado pela autora, 2026.
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Em grafos direcionados, pode ocorrer de uma aresta ter o mesmo vértice
como ponto de partida e de chegada. Quando isso acontece, essa aresta € chamada
de lago, pois conecta um vértice a ele mesmo. Além disso, € possivel que existam
multiplas arestas direcionadas entre dois mesmos vértices, representando diferentes
conexdes com a mesma origem e o0 mesmo destino.

Um multigrafo € uma estrutura composta por dois conjuntos disjuntos: um
conjunto de vértices e um conjunto de arestas, sendo que cada aresta € associada
a um ou dois vértices. Diferentemente dos grafos orientados, no multigrafo, ndo ha
atribuicao de direcao as arestas. No entanto, admite-se a existéncia de lacos e arestas
multiplas.

Conforme apresentado na Figura [7, é possivel observar visualmente as
distingbes estruturais entre os diversos tipos de grafos discutidos nesta sec¢ao.

Figura 7 — A diferenca entre os diversos tipos de grafos

Permite multiplas arestas

=
P
0
S
s
u
i Simples Multigrafo
d
i
. r
e
¢
0
e
] Direcionado

' Orientado

Fonte: Adaptado de Caldarelli, 2007.

2.4 Matriz de Adjacéncia

E possivel representar um grafo por meio de uma matriz de adjacéncia,
denotada por A. Essa matriz possui dimensado N x N, em que N corresponde ao
numero total de vértices do grafo. Cada entrada «;; da matriz indica a presenga ou
auséncia de uma aresta entre os vértices i e j, sendo definida conforme mostra a

Equagéao

1, se os vértices i e j estdo conectados;
a’ij = . (2.1)
0, caso contrario.
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A Figura (8] ilustra dois exemplos de grafos juntamente com suas respecti-
vas matrizes de adjacéncia. A esquerda, apresenta-se um grafo simples, no qual as
arestas nao possuem direcdo. Ja a direita, observa-se um grafo direcionado, em que
cada aresta possui uma orientacao especifica entre os vértices.

Figura 8 — Dois grafos simples e suas respectivas matrizes de adjacéncia

AN

Fonte: CALDARELLI, 2007.
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Pode-se obter, a partir da matriz de adjacéncia, o grau k; de um vértice .
Esse grau corresponde a quantidade de arestas conectadas a esse vértice, ou seja,
ao numero de seus vizinhos mais préximos. O valor de k; pode ser calculado pela

Equacéo 2.2

=Y A, (2.2)

Um caminho entre dois vértices i e j, denotado por F,;, corresponde a uma
sequéncia ordenada de n + 1 vértices interligados por n arestas, de forma a conectéa-
los. A partir deste conceito, é possivel definir a distéancia entre dois vértices de uma
rede. Trata-se da quantidade de arestas presentes no menor caminho que liga os
vértices i e j, sendo essa distancia representada por /;;. A distancia média entre
os vértices da rede, por sua vez, € obtida conforme expressa a equacao ao se
calcular a média de todas as distancias minimas possiveis entre pares de vértices
(Dorogovtsev; Mendes, [2004).

(= m >t (2.3)
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2.5 Processo de Contato

Nesta secao, serdao apresentadas duas subsecdes destinadas a compreen-
séo teorica do modelo estudado. A primeira aborda as principais caracteristicas do
Processo de Contato. Em seguida, sera explorada a técnica de campo médio, uma
abordagem deterministica que permite obter uma descricdo aproximada do compor-
tamento coletivo do sistema a partir de médias estatisticas. Nesse método, proprie-
dades individuais do sistema sao substituidas por quantidades estatisticas, tratando
os elementos do sistema como equivalentes. Para isso, considera-se um conjunto
de realizagOes do sistema preparadas sob as mesmas condig¢des iniciais, permitindo
analisar propriedades coletivas, como a densidade de individuos infectados.

2.5.1 Caracteristicas

Considera-se uma rede hipercubica d-dimensional, na qual cada vértice
corresponde a um individuo do sistema. Nessa estrutura, os vértices dizem respeito
aos pontos do espaco d-dimensional com coordenadas inteiras, e dois vértices sdo
conectados por uma aresta quando diferem em apenas uma coordenada por uma
unidade. Como consequéncia, cada vértice possui exatamente 2d vizinhos mais pro-
Ximos.

Em cada sitio 4, o individuo pode assumir um dos dois estados possiveis:
saudavel ou infectado, representados, respectivamente, por o; = 0 € o; = 1. O estado
de cada individuo evolui conforme as seguintes regras: individuos infectados podem
se recuperar e se tornarem saudaveis (o; = 1 — o; = 0) a uma taxa unitéria, indepen-
dentemente do estado de seus vizinhos; ja individuos saudaveis podem ser infectados
a uma taxa proporcional a g—g em que n representa o numero de vizinhos infectados,
e d, a dimensao do sistema. Dessa forma, a fracdo de vizinhos infectados é dada por
35 (Dickman; Dickman; Barbosa, 2006).

A Figura[9)apresenta as possiveis transi¢des de configuragdo em uma rede
unidimensional (d = 1). Nesse tipo de rede, adotam-se condi¢ées de contorno perio-
dicas, isto €, o ultimo sitio a direita é considerado vizinho do primeiro sitio a esquerda,
e vice-versa. No diagrama, utiliza-se o circulo preenchido (¢) para representar um
individuo infectado, enquanto o circulo vazio (o) indica um individuo saudavel.



21

Figura 9 — Espago de configuragées do Processo de Contato em um anel com trés
sitios
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Fonte: DICKMAN, DICKMAN E BARBOSA, 2006.

Partindo de uma configuragao inicial do tipo (¢ * *), na qual os trés individuos
estao infectados, € possivel alcangcar um dos seguintes estados: (o ¢ ¢), (*o ) ou (**
o), em que um dos individuos inicialmente infectados se recupera. A partir do estado
(o * *), 0 sistema pode evoluir para (o o *) ou (o * o), caso outro individuo infectado se
recupere, ou retornar ao estado (¢ * *) se o Unico individuo saudavel for reinfectado.

Seguindo a evolucao do estado (o o *), podem ocorrer transi¢cdes para (o *
*) ou (* o *) por meio da reinfeccdo de um dos individuos saudaveis, ou, ainda, para o
estado (o o o), no qual todos os individuos estao saudaveis. Este ultimo € denominado
estado absorvente, pois o sistema, uma vez nele, ndo pode mais evoluir.

A dindmica de permanéncia da epidemia no sistema depende diretamente
do parametro de infeccao, denotado por A\. Quando A\ assume valores muito baixos, a
tendéncia é que a infeccao desapareca com o tempo, resultando na extingao da epi-
demia. Em contrapartida, valores elevados de \ favorecem a propagacao continua da
infeccao, permitindo sua manutencéo indefinida na rede (Dickman; Dickman; Barbosa,
2006).

Existe, portanto, um valor limiar desse parametro, chamado de parametro
critico e representado por )., que delimita a transigdo entre esses dois comporta-
mentos. Esse ponto critico separa dois estados estacionarios possiveis: um estado
absorvente, no qual a infeccao é erradicada, e um estado ativo, em que a epidemia
persiste no tempo. A ocorréncia dessa mudanga caracteriza uma transicdo de fase
continua entre os dois regimes dinamicos (Dickman; Dickman; Barbosa, [2006).

O parametro de ordem é uma grandeza utilizada para diferenciar duas fa-
ses distintas em um sistema. Neste trabalho, adota-se como parametro de ordem
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a densidade estacionaria de individuos infectados, representada por p. A Figura
mostra o comportamento de p em funcéo do pardmetro de infeccdo )\, caracterizando
a transicao de fase continua do sistema. Para A\ < )., tem-se p = 0, correspondente
ao estado absorvente, caracterizado pela auséncia de individuos infectados. Quando
A ultrapassa o valor critico \., 0 sistema passa para um estado estacionario ativo, no
qual p > 0, indicando a persisténcia da infecgao.

Figura 10 — Comportamento do parametro de ordem para o Processo de Contato em
fungcéo de A

A A

Fonte: DICKMAN, DICKMAN E BARBOSA, 2006.

O crescimento da densidade de sitios ativos, p, préximo ao ponto critico do
Processo de Contato, segue uma lei de poténcia, representada pela equacéo 2.4}

p~ (A=) (2.4)

Nessa expressao, (5 € um expoente critico que caracteriza a natureza da transicao. Ela
mostra que, ao se aproximar do ponto critico pelo lado da fase ativa (A > \.), mesmo
pequenos aumentos em A resultam em um crescimento continuo de p. Esse expo-
ente ndo depende dos detalhes especificos do modelo, como regras microscopicas
ou parametros numeéricos, sendo determinado por propriedades mais gerais, como a
dimensionalidade, as simetrias e o tipo de interacdo do sistema. Modelos que com-
partilham essas caracteristicas pertencem a mesma classe de universalidade (Marro;
Dickman, [2005).

2.5.2 Campo Médio
Visando compreender o comportamento geral do modelo, sdo empregadas,

por exemplo, técnicas de campo médio, com énfase na aproximagao por agrupamen-
tos. Esse método baseia-se no tratamento como independentes dos eventos asso-
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ciados a sitios afastados por determinada distancia. Na aproximacgao de sitios, cada
um é considerado isolado dos demais, enquanto, na aproximagao de pares, assume-
se independéncia entre sitios separados por duas ou mais constantes de rede. Com
essa abordagem, a probabilidade conjunta pode ser fatorada, simplificando a analise.

Em sistemas em equilibrio, os métodos de campo médio sado tradicional-
mente aplicados a energia livre (Salinas, (1997} |Cardy, 1996). No entanto, ao se con-
siderar sistemas fora do equilibrio, como é o caso do modelo estudado neste trabalho,
a abordagem deve ser adaptada: a andlise é conduzida com base na dinamica do
sistema, a qual &, geralmente, representada por uma equac¢ao mestra, sendo a distri-
buicao estacionaria de probabilidade frequentemente desconhecida.

Considera-se o Processo de Contato, conforme definido na secao anterior,
em uma dimensao espacial. O estado do sitio i € representado pela variavel o;, em que
o; = 1 indica que o sitio estd ocupado por um individuo infectado, € o; = 0 corresponde
a um individuo saudavel. A probabilidade de que o sitio i esteja infectado no tempo ¢ €
denotada por P(o;(t) = 1) = p(t). Analogamente, 1 — p(t) representa a probabilidade
de que o sitio i ndo esteja infectado.

A Tabela [1| apresenta as taxas de mudanca associadas a cada evento do
Processo de Contato unidimensional, considerando a aproximagao ao nivel de sitios.
Nessa tabela, o simbolo e representa um individuo infectado, enquanto o caracteriza
um individuo saudavel.

Tabela 1 — Taxas de mudanca para o Processo de Contato unidimensional no nivel da
aproximacao de sitios.

Processo Taxa AN

ece —eee | N\ (1—p)| +1
eco—eeo | 3p(l—p)? | +1
coe—o0ee %p(l—p)2 +1

e o0 p —1

Fonte: Marro e Dickman (1999).

No primeiro evento, ocorre a infecgdo do individuo localizado no sitio cen-
tral, com taxa \. Considerando cada sitio de forma independente e assumindo homo-
geneidade espacial, a probabilidade de ocorréncia dessa configuragéo € expressa por
p*(1 = p).

Cada contribuicao para a equacao de evolucao € obtida pelo produto entre
a taxa de transicao do evento e a variacao no numero de particulas, representada por
AN. Dessa forma, levando em conta os quatro eventos possiveis apresentados na
Tabela [1} a equagdo de evolugéo para p pode ser determinada apés manipulagdes
algébricas apropriadas.

A sequir, € apresentado o desenvolvimento algébrico que conduz a expres-
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sédo da derivada temporal da densidade de infectados (%), com base nos eventos de
transi¢ao descritos na Tabela [{}

D AP g+ S0l = )+ o1 = o —
e R V()
E%—Aml—muwﬂl—M)—p
%=ﬂml—)—p

E%zkp—Mf—p

E%po—U—Aﬁ

A equacao resultante corresponde a equacao de Malthus-Verhulst (Her-
rendorfer, 1994). Ela descreve a evolugdo temporal da densidade populacional p.
Considera-se um sistema com reproducao, mas cujo crescimento é limitado por fato-
res ambientais, como a disponibilidade de recursos. O modelo admite solugéo anali-
tica simples, e o regime estaciondrio ocorre quando % = (; nesse caso, a expressao
se reduz a:

dp 2
— = A—1)=Ap" =
o = 0e p(A—1) =" =0
S p((A=1)=Ap) =0
A—1 1

Para valores de A < 1, a Unica solucdo estacionaria é o estado de vacuo,
p = 0. Japara A\ > 1, além do vacuo, existe uma solucao estacionaria ativa dada por
p=1— 3. O ponto critico \. = 1 marca a transi¢cao entre esses regimes, caracterizada
por uma mudanca continua, porém singular, na densidade estacionaria.

Os célculos a seguir mostram a resolucéo da Equacao Diferencial Ordinaria
anterior, 0 que permite apresentar p de forma explicita:

dp 1

dp = dt



Fazendo a decomposi¢cao em fracdes parciais:

1 —é_i_L
p(A=1)=Xp) p (A=1)=Xp
A(A=1) = Ap) Bp

p(A=1)=Ap) = p((A—1) = Ap)

Multiplicando ambos os lados por p((A — 1) — Ap):

1=A\N—A— A\p+ Bp
1= (—A\+B)p+ AN —1)

Logo,
—AA+B=0 e AWX-1)=1.

Onde A = {1 e B =)A= 2;. Segue que:

1 1 A 1
A

- dp = dt
—1p+A—uA—U—AJ P

1 A 1
ln|p|+m(——ln|(/\—1)—)\p|> :t+0

N1 A
- =) =€) =+ C
A1 TN A=
1 P
1 ¢
A—1D(A—n—AJ =
)
m|—2" | —(—Di+0)
sl =5 | = - DO
Escrevendo =\ — 1, vem:
p
1 _ ut
n T ' put +C
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Se u— M\p > 0, entdo:
p
p—Ap
p = ce (i —Np)
p + chpert = cpett

= cett

p(1+ chet™) = cuet

cpett
)= -~
p(t) 1+ chert
i
)= —"
plt) = —a o
o)
t)= —"r
p(t) cleHt + )\
Da condigao inicial p(0) = py:
= Po
1= Apo
Finalmente,
7Y
p(t) = - : (2.5)

(1 = Apo)eHt + poA

Sejam 4 = A —1 e p, > 0 o tamanho inicial da populagdo. A medida
que o tempo cresce, isto é, para t > |u|™!, a densidade p(t) aproxima-se do valor
estacionario: 1 — A~! se ;4 > 0, ou zero, caso contrario. No ponto critico, i = 0, a
populacao decai de modo algébrico:

Po
t) = .
p(t) 5 ool

Para valores de ) inferiores a 1, o sistema evolui para a fase absorvente,
gue se configura como estavel. No entanto, quando A > 1, esse cenario se inverte, e
a fase absorvente torna-se instavel.

De forma resumida, tém-se:

- p=0, para A < 1 (regime subcritico)
-p=1-— e para A > 1 (regime supercritico)

No caso subcritico, o sistema nao mantém individuos infectados no estado
final, caracterizando um estado absorvente. Ja no regime supercritico, o estado p =
0 perde a estabilidade, e o sistema converge para um estado ativo com densidade
positiva de infectados
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3 REVISAO BIBLIOGRAFICA

Processos de Contato em redes complexas constituem um tema recente
de estudo na Fisica Estatistica fora do equilibrio. Esses processos também estao
presentes em areas aplicadas, como a Epidemiologia, as Redes de Computadores e
as Redes de Comunicacéo (Yang et al., |2008).

Dentre os estudos sobre processos com transicao de fase fora do equilibrio
termodinamico, destaca-se o trabalho de revisédo realizado por Dickman, Dickman e
Barbosa (2006), que analisa o Processo de Contato. O estudo enfatiza o uso da
abordagem de campo médio, destacando sua aplicagdo em modelos de propagacéao
de doencas infecciosas. Como exemplo pratico, os autores aplicam a metodologia
a um modelo voltado para a transmissdo da malaria em uma populacao, ilustrando
como as equacdes de campo médio podem descrever 0 comportamento coletivo da
dindmica epidémica e identificar os limiares de transicdo entre os estados livre de
doenca e epidémico persistente.

O trabalho de|Ferreira (2009) abordou o estudo da teoria de escalonamento
de tamanho finito aplicada ao Processo de Contato em redes complexas, utilizando
os modelos de Watts-Strogatz (WS) e Barabasi-Albert (BA). Por meio de simulacdes
guase estacionarias, foram analisadas as propriedades criticas associadas a transicao
de fase, destacando como diferentes topologias de rede afetam o comportamento
dindmico de sistemas com estado absorvente.

Em sua tese, Mata (2015) investigou o comportamento de processos epi-
démicos em redes heterogéneas, com énfase nos modelos SIS (suscetivel-infectado-
suscetivel) e Processo de Contato. Para isso, propds o aprimoramento das aborda-
gens de campo médio quenched e campo médio heterogéneo, por meio de aproxima-
cbes de pares que consideram explicitamente as correlagées dindmicas entre vértices
vizinhos. Essa metodologia permitiu estimar com maior precisao os limiares epidémi-
cos e caracterizar as relagdes de escala dos expoentes criticos associados a transicao
de fase para o estado absorvente nesses sistemas.

Na investigacao das condicoes em que o Processo de Contato apresenta
multiplas transicoes de fase, destaca-se o trabalho de |Schonmann| (2001), revisado
por Santos (2022). Nessa abordagem, para grafos infinitos, conectados e com grau
limitado, a constante desigual de arestas pode ser comparada com uma funcédo dos
graus minimo e maximo do grafo, possibilitando a identificagdo de multiplas transicdoes
de fase.

Por fim, o trabalho de [Brito et al| (2025) investigou transi¢cdes de fase e
fendmenos criticos no modelo de processo de contato em redes quadradas aplicadas
a modelagem epidemiolégica. Nesse estudo, os autores implementaram simulacdes
de Monte Carlo para diferentes tamanhos de rede (variando de L = 110 a L = 150,
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correspondendo a um numero de sitios entre 12.100 e 22.500) e aplicaram o método
de escala de tamanho finito. Os resultados indicaram uma transi¢cao de fase continua,
compativel com a classe de universalidade de campo médio para percolagao.

Apoés a analise da literatura consultada, identificou-se uma necessidade de
materiais didaticos que abordassem de forma acessivel a simulacao de processos
dinamicos, como o Processo de Contato, em diferentes tipos de redes. E importante
destacar que, embora diversos trabalhos apresentem importantes avangos teéricos
e resultados numéricos, poucos disponibilizam os cédigos utilizados nas simulagdes,
dificultando tanto a reprodutibilidade dos estudos quanto o uso pedagdgico desses
modelos em contextos interdisciplinares ou de iniciagao cientifica.
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4 METODOLOGIA

Neste capitulo, sdo apresentadas as etapas metodoldgicas adotadas para a
realizacao do estudo. A pesquisa foi conduzida em duas frentes principais: (i) levanta-
mento e analise bibliografica, e (ii) simulagcdo computacional em rede unidimensional.

4.1 Pesquisa Bibliografica

A primeira etapa da pesquisa consistiu na realizagdo de um levantamento
bibliografico com foco nas caracteristicas do Processo de Contato. O objetivo foi com-
preender a estrutura matematica do modelo, sua dindmica de propagacao, as condi-
cbes que levam a transicao entre estados e suas aplicagdes em diferentes areas.

Também foram abordados, ao longo do estudo, conceitos relacionados a
redes complexas, teoria dos grafos e a representacdao computacional de grafos. Esses
tépicos contribuem para a compreensao da propagacao de epidemias em estruturas
topolégicas, permitindo a analise dos fenémenos envolvidos.

A fundamentacao tedrica foi construida a partir da consulta a livros, artigos
cientificos e dissertacdes disponiveis em bases académicas e repositorios institucio-
nais. A selecado do material priorizou trabalhos atualizados, garantindo a consisténcia
conceitual e metodoldgica da pesquisa.

A analise foi orientada por estudos que tratam de temas como transicoes
de fase em sistemas com estado absorvente, abordagens de campo médio e simula-
cbdes quase estacionarias. Esses estudos forneceram ferramentas e estruturas teéri-
cas para a modelagem e simulacéo de processos epidémicos em redes.

Além disso, foram destacadas as contribuicbes de autores como Harris
(1974), Marro e Dickman| (2005), [Ferreira (2009) e Mata (2015), que forneceram em-
basamento tedrico para o desenvolvimento da etapa seguinte.

4.2 Simulacao Computacional

Com o objetivo de complementar a fundamentacgéao tedrica e analisar o com-
portamento do Processo de Contato, foram desenvolvidas duas abordagens de simu-
lacdo: uma analitica, utilizando a plataforma GeoGebra, e outra computacional, por
meio da linguagem Python. Ambas as abordagens permitiram investigar a dindmica
de propagacéao da infeccao e os efeitos da variacao do parametro \ na densidade de
infectados ao longo do tempo.
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4.2.1 Simulacao Analitica no GeoGebra

Foi realizada uma simulagéo utilizando a plataforma GeoGebra, com o ob-
jetivo de investigar o comportamento da densidade de infectados ao longo do tempo. A
simulacao foi conduzida com base na solug&o analitica aproximada do modelo, apre-
sentada na Fundamentacao Teoérica, na parte referente ao Processo de Contato e a
abordagem de campo médio, conforme descrito na Equagéo 2.5

Além disso, foram inseridas outras duas expressdes na simulacdo: uma
representando o regime supercritico, em que A > 1, e outra correspondente a uma
constante igual a 1. Esta ultima foi utilizada como referéncia para o caso extremo
em que todos os individuos estao infectados, ou seja, quando a densidade atinge seu
valor maximo possivel.

Foram considerados trés cenarios distintos na simulacao, variando o valor
de A\: um caso subcritico com A = 0,9, um caso supercritico com A = 1,5 € um caso su-
percritico com A = 10. Em todos os casos, a densidade inicial de individuos infectados
foi fixada em py = 0,1.

4.2.2 Simulacao Computacional em Python

Além da simulacao da densidade de infectados ao longo do tempo, foi de-
senvolvido um cédigo em Python com visualizagdo gréfica da evolugédo do Processo
de Contato em uma rede unidimensional. O objetivo dessa simulacao visual foi ilus-
trar qualitativamente a propagacao da infeccdo e o comportamento estocastico do
sistema.

A linguagem Python foi escolhida devido a familiaridade prévia e a ampla
disponibilidade de bibliotecas voltadas a modelagem numérica e visualizacao. O de-
senvolvimento foi guiado pela documentagéo oficial da linguagem, que oferece suporte
abrangente as suas funcionalidades (Foundation, 2024).

A simulacdo computacional do modelo de processo de contato foi imple-
mentada utilizando-se as bibliotecas NumPy, matplotlib € networkx. O sistema é
composto por uma cadeia linear unidimensional de individuos, com condi¢bes peri-
odicas de contorno, de modo que cada sitio possui dois vizinhos imediatos, sendo que
cada individuo pode assumir dois estados: saudavel ou infectado.

Inicialmente, o sistema é configurado com N individuos, dos quais o0 nu-
mero inicial de individuos infectados é definido pelo usuario no inicio da simulacao.
A partir dessa escolha, constréi-se a configuracao inicial do sistema, de modo que
exatamente essa quantidade de individuos esteja no estado infectado, enquanto os
demais sdo considerados saudaveis.

Essa configuracéao é representada computacionalmente por uma lista con-
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tendo valores binarios, em que o valor 1 indica um individuo infectado, e o valor 0, um
individuo saudavel. Inicialmente, a lista € composta por I entradas com valor 1, cor-
respondentes aos individuos infectados escolhidos pelo usuario, e por N — I entradas
com valor 0. Em seguida, essa lista € embaralhada aleatoriamente.

A evolucao temporal do sistema foi modelada por meio de uma dinamica
discreta, estruturada em unidades de tempo sucessivas. Em cada unidade de tempo,
apenas um individuo € selecionado aleatoriamente para possivel atualizagao de es-
tado.

No inicio de cada unidade de tempo, calcula-se a densidade global de indi-
viduos infectados no sistema. Apés o calculo da densidade p, um individuo é escolhido
ao acaso dentre os N individuos do sistema.

Caso o individuo selecionado esteja saudavel, a probabilidade de infeccao
depende do estado de seus vizinhos imediatos. Quando ambos os vizinhos estédo
infectados, a probabilidade de infeccao € maior do que no caso em que apenas um vi-
zinho se encontra infectado. Se nenhum vizinho estiver infectado, ndo ocorre infeccao.
Essas probabilidades sao expressas em funcao da taxa de infec¢do A e da densidade
global p, conforme apresentado na Tabela 1]

Por outro lado, se o individuo selecionado estiver infectado, ele pode se
recuperar com uma probabilidade proporcional a densidade global de infectados, re-
presentando o processo de recuperag¢ao do modelo.

Uma vez determinada a probabilidade P associada ao evento possivel,
sorteia-se um numero aleatério uniforme no intervalo [0,1). O estado do individuo
selecionado é atualizado apenas se o numero sorteado for inferior a probabilidade
P; caso contrario, o individuo mantém seu estado atual. Esse procedimento introduz
explicitamente a natureza estocastica da dinamica.

Ao final de cada unidade de tempo, o estado do sistema é atualizado, e a
nova densidade de individuos infectados é calculada e impressa, permitindo acompa-
nhar a evolucao temporal da propagacao ou extingao da infeccao ao longo da simula-
cao.

Com o objetivo de sintetizar a I6gica da simulagdo computacional, foi ela-
borado um fluxograma que representa, de forma esquematica, as etapas da dindmica
de atualizagao do sistema. Ele esta presente na Figura[11]

Para fins de visualizacdo, foi criada uma representacao grafica da rede li-
near, na qual cada individuo era exibido como um né. Individuos saudaveis foram
representados na cor azul, e individuos infectados, na cor vermelha. A cada itera-
¢éo, o estado da rede era atualizado e exibido graficamente, permitindo acompanhar
visualmente o avancgo ou a extincao da infeccao ao longo do tempo. O codigo-fonte
utilizado nas simulagdes encontra-se disponivel no APENDICE [Al



Figura 11 — Fluxograma do Algoritmo
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Para sistemas de pequeno porte (N = 10), foram realizadas simulagcdes
com dois valores distintos de tempo total. Simulagdes com 7" = 20 unidades de tempo
foram utilizadas exclusivamente para a geracdo das representacoes graficas da rede,
permitindo a visualizacdo da dindmica espacial da infeccdo. Ja as simulacées com
T = 100 unidades de tempo foram empregadas na analise quantitativa do sistema, por
meio do calculo da densidade de infectados ao longo do tempo.

Para sistemas com N > 10, a funcédo de visualizacdo da rede nao foi uti-
lizada, uma vez que a representacao grafica dos estados individuais torna-se pouco
intuitiva com o aumento do numero de nds. Nesses casos, a andlise concentrou-se no
grafico da densidade de infectados, p(t), que permite caracterizar a dinamica global
do sistema ao longo do tempo.

Para investigar separadamente a influéncia de cada parametro sobre a di-
namica do sistema, adotou-se um planejamento sistematico de simula¢des, no qual fo-
ram combinados diferentes valores de N, \ e py. Os valores considerados encontram-
se apresentados na Tabela [2] totalizando 48 configuragdes distintas.

Tabela 2 — Valores dos parametros utilizados nas simulagdes

Parametro | Valores considerados
N {10; 50; 100; 500}
A {0,2; 0,8; 1,2; 10}
Po {0,1; 0,2; 0,3}

Fonte: Elaborado pela autora, 2026.

Cada simulacéao foi executada ao longo de 2000 unidades de tempo. Em
cada passo, a densidade de infectados p(t) foi registrada, permitindo a analise da
evolugdo temporal do sistema.

Para a analise de cada efeito especifico, subconjuntos dessas simulagcdes
foram selecionados de modo que apenas um parametro variasse, mantendo-se os de-
mais fixos. Esse procedimento permitiu isolar o impacto individual de cada parametro
sobre a evolugao do sistema.

A principal grandeza analisada foi a densidade de infectados, p(t). Para
sistemas de pequeno porte (N = 10), a evolugdo espacial da infeccao também foi
analisada qualitativamente por meio das representacdes gréaficas da rede. Para siste-
mas de maior porte, a analise concentrou-se na evolu¢do temporal de p(t), por meio
de graficos que evidenciam o comportamento médio do sistema.

Além disso, para cada combinagao de parametros (N, A, py), foi gerada uma
série temporal da densidade de infectados p(t) ao longo da simulagdo. A partir des-
sas séries, foram construidos graficos comparativos nos quais multiplas curvas séao
apresentadas simultaneamente.
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Em particular, para analisar o efeito da taxa de infec¢ao A, foram agrupadas,
em um mesmo grafico, curvas correspondentes a diferentes valores de A, mantendo
fixos N e py. De forma analoga, para investigar os efeitos de tamanho, foram compara-
das curvas obtidas para diferentes valores de NV, mantendo fixos \ e py. Por fim, para
avaliar a influéncia das condigdes iniciais, foram construidos graficos comparando di-
ferentes valores de p,, com N e ) fixos.

Essa estratégia de visualizagdo permitiu identificar, de forma direta, as di-
ferencas no comportamento dinamico do sistema em funcao de cada parametro, faci-
litando a analise comparativa entre os diferentes regimes observados.

Por fim, cabe ressaltar que, nessa abordagem de implementagdo do mo-
delo, a cada unidade de tempo, um individuo é sorteado e analisa-se a sua mudanca
de estado. Como alternativa, pode-se considerar uma versdo em que, a cada unidade
de tempo, sejam analisadas as possiveis mudancas de estado de todos os indivi-
duos simultaneamente. Implementou-se, entdo, uma variagdao da abordagem descrita
anteriormente, cujo fluxograma e cuja implementacgao correspondentes encontram-se
apresentados, respectivamente, nos APENDICES [B|e [C]

No entanto, essa abordagem apresenta maior complexidade algoritmica,
uma vez que, a cada unidade de tempo, é necessario calcular e armazenar as pro-
babilidades de transicdo de estado para todos os individuos do sistema, bem como
realizar a atualizagdo simultdnea de seus estados. Esse procedimento implica um
custo computacional proporcional ao numero total de individuos N em cada passo
temporal.

Diante disso, optou-se por focar em uma dindmica na qual apenas um indi-
viduo é sorteado e potencialmente atualizado a cada unidade de tempo. Essa estra-
tégia reduz o custo computacional por passo temporal e simplifica a implementacao,
além de permitir uma interpretacdo mais direta da natureza estocastica do processo.
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5 RESULTADOS

Neste capitulo, sdo apresentados, primeiramente, os resultados da simula-
¢ao da Equacéo [2.5] que descreve a evolugdo da densidade de infectados ao longo
do tempo. Em seguida, s&o discutidos os resultados da simulagdo computacional do
modelo em uma dimenséo.

5.1 Simulacao Analitica no GeoGebra

Na simulacao, a funcao representada pela linha preta corresponde a cons-
tante igual a 1. A linha verde representa a evolugcao temporal da densidade de infec-
tados (p(t)), enquanto a linha azul indica o valor estacionario esperado da densidade
no regime subcritico ou supercritico, a depender do caso.

No regime subcritico, em que A < 1 (A = 0,9), a densidade de infectados
decresce ao longo do tempo, tendendo a zero. Esse comportamento indica que a in-
feccao néo se propaga e desaparece progressivamente, levando o sistema ao estado
absorvente livre de doenga. Isso pode ser visto na Figura[12]

Figura 12 — Evolugéo temporal da densidade de infectados no regime subcritico com
valor de )\ igual a 0,9

Fonte: Elaborado pela autora, 2026.

Para A = 1,5, o regime € considerado supercritico. Percebe-se, pela Figura
, que a densidade de infectados tende a um valor estacionario positivo (p = 1 — = =
%), indicando a persisténcia da epidemia no sistema.
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Figura 13 — Evolugéo temporal da densidade de infectados no regime supercritico com
valor de X igual a 1,5

Fonte: Elaborado pela autora, 2026.

No caso em que A = 10, o sistema encontra-se em um regime supercritico.
Observa-se que a densidade de infectados (p(t)) se aproxima rapidamente do valor
estacionario positivo (p = 1 — %0 = 0,9). Esse comportamento evidencia que, quanto
maior o valor de A, mais intensa é a taxa de contagio e mais rapida € a saturagéo do
sistema, conforme ilustrado na Figura[14]

Figura 14 — Evolug&o temporal da densidade de infectados no regime supercritico com
valor de X igual a 10

Fonte: Elaborado pela autora, 2026.

5.2 Simulacao Computacional em Python

Nesta secao, sdao apresentados os resultados obtidos a partir das simula-
cdes numéricas do Processo de Contato em uma rede unidimensional. A analise é
baseada na evolugao temporal da densidade de infectados p(t), bem como na influén-
cia dos parametros A, N e p, sobre a dindmica do sistema.

Mostra-se, na Figura [T5] um exemplo ilustrativo da evolugéao temporal do
Processo de Contato em uma rede unidimensional. Cada subfigura representa o es-
tado da rede em uma iteragao distinta, na qual individuos suscetiveis sao indicados em
azul, e individuos infectados, em vermelho. A simulacao foi realizada com densidade
inicial de infectados p, = 0,2, tamanho da rede N = 10, taxa de infeccdo A = 10,0 e ao
longo de 20 iteragOes. Essa visualizagdo permite compreender 0 mecanismo micros-
copico de infecgao e recuperacao que da origem aos comportamentos macroscopicos
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Figura 15 — llustracdo da dindmica de infec¢do (vermelho) e recuperacao (azul) ao
longo das iteragdes
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Fonte: Elaborado pela autora, 2026.

5.2.1 Influéncia da taxa de infec¢do \

Para cada combinagdo de N e py, a Figura [T6] apresenta a evolugdo da
densidade de infectados para diferentes valores de A nas simula¢des realizadas.

Para valores baixos de A\ (A = 0,2), a densidade de infectados permaneceu
praticamente constante ou apresentou leve declinio ao longo do tempo, caracterizando
um regime subcritico, no qual a recuperacdo domina a dindmica e a infecgdo nao se
sustenta.

Para valores intermediarios de A (A = 0,8 e A = 1,2), surgiram oscilacdes
leves na densidade de infectados, especialmente em redes pequenas. Essas 0sci-
lacbes estdo associadas as flutuacdes estocasticas e aos efeitos de tamanho finito
do sistema. A medida que o tamanho da rede aumentou, percebeu-se que tais flu-
tuagcdes tornaram-se progressivamente menos pronunciadas, e a densidade tendeu a
permanecer proxima ao valor inicial, sem crescimento sustentado da infeccao.

Em contraste, para valores elevados de A (A = 10), observou-se um com-
portamento distinto, caracterizado pelo crescimento e pela persisténcia da densidade
de infectados ao longo do tempo. Nesse regime supercritico, a infeccdo se manteve
ativa, apresentando oscilagbes mais intensas em redes pequenas e uma evolugéo
mais estavel em redes maiores.
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Além disso, observou-se que, para 0s casos em que A > 1, quando N = 10,
a densidade atingiu o valor zero. Nessa situacao, a simulagao nao representou bem o
comportamento previsto matematicamente para um ndmero elevado de iteragdes.

Figura 16 — Evolug&o temporal da densidade de infectados p(t) para todas as combi-
nagodes de N e p,, considerando diferentes valores de \.
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5.2.2 Influéncia da densidade inicial de infectados p,

Para cada combinacéo de A e N, a Figura [17] apresenta a evolugdo da
densidade de infectados para diferentes valores de p, nas simulac¢des realizadas.

Em redes pequenas (N = 10), o efeito de p, € mais perceptivel, devido as
fortes flutuacOes estocéasticas associadas ao tamanho reduzido do sistema. Nesses
casos, diferentes valores iniciais de densidade levaram a trajetorias distintas, incluindo
extincdo precoce da infeccao ou oscilacdes temporarias mais intensas.

Quando \ = 10, para as redes simuladas com N = 10, N = 50 e N = 100,
a densidade apresentou flutuacbes para os trés valores de densidade inicial simula-
dos. Para N = 500, as simulagdes com maior densidade inicial apresentaram maior
densidade de infectados.

Por fim, em alguns casos com A > 1, observou-se novamente que, para
N = 10, a densidade atinge o valor zero, tal como j& apontado na subsecao anterior.
Nesse contexto, a simulagdo apresentou divergéncia em relagdo ao comportamento
matematicamente esperado para um namero elevado de iteracdes.

Figura 17 — Evolugao temporal da densidade de infectados p(t) para todas as combi-
nagdes de A e N, considerando diferentes valores de py.

A=0.2, N=10 A=0.2, N=50
0.30 po=01 030 po=0.1
po=10.2 po=02
—_ — po=03 —_ — po=03
Q 0.25 Q 0.25 1
wv v L
3 S
@ 020 © 020
S S
(%) (%)
(] QL H
< et
E o1 £ oisq (]
] o |
o o
5 o010 L 01w ——‘—‘
0 ©
kel e T
(4] (%)
= 0.05 c 0.05
[} 1}
o [a]
0.00 T T T T T T T T 0.00 T T T T T T T T
o 250 500 750 1000 1250 1500 1750 2000 0 250 500 750 1000 1250 1500 1750 2000
Unidade de tempo (t) Unidade de tempo (t)
A=0.2, N=100 A=0.2, N=500
0.30 1 — p=01 030m, — p=0.1
JH po=0.2 e po=0.2
—_ — po=0.3 —_ — po=0.3
a 0254 \T] @ 0254 \““\\
e
" w ™
o o
S I o | S
@ 020 \ 5 020 -
5 i “
U o b .
g \ g —~
= 0.15 = 0.15 4 o~ -~
[ L [) —
o LL °
S 0wt LI - L 01w .
© 1 inl T "
B, L B
v il (%)
c 0.05 c 0.05 4
L @
a (=}
0.00 ! ! . ! | . | ! 0.00 . ! ! ] | ! ] !
0 250 500 750 1000 1250 1500 1750 2000 0 250 500 750 1000 1250 1500 1750 2000

Unidade de tempo (t) Unidade de tempo (t)



Densidade de infectados (p) Densidade de infectados (p)

Densidade de infectados (p)

Densidade de infectados (p)

0.30 1

0.25

0.20 4

0.15 4

0.10 1

0.05

A=0.8, N=10
— po=0.1
— po=0.2
— po=0.3

0.00

T T T T T T T T
0 250 500 750 1000 1250 1500 1750 2000

Unidade de tempo (t)

A=0.8, N=100

0.25 1

0.20

0.15 1

0.05

0.30 1

0.25

T T T T T T T T
0 250 500 750 1000 1250 1500 1750 2000

Unidade de tempo (t)

A=1.2,N=10

0.20 r

0.15

0.10 4

0.05

0.25

0.20

0.15 1

0.05 1

0.00

T T T T T T T T
o 250 500 750 1000 1250 1500 1750 2000

Unidade de tempo (t)

A=1.2, N=100

T T T T T T T T
0 250 500 750 1000 1250 1500 1750 2000

Unidade de tempo (t)

Densidade de infectados (p) Densidade de infectados (p) Densidade de infectados (p)

Densidade de infectados (p)

41
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Fonte: Elaborado pela autora, 2026.

5.2.3 Influéncia do tamanho do sistema N

Para cada combinagdo de p, e A, a Figura [18] apresenta a evolugdo da
densidade de infectados para diferentes valores de N nas simulagdes realizadas.

Nas simulagdes com valores baixos e intermediarios da taxa de infeccao
(A =10,2, 0,8 e 1,2), observou-se que as simulacbes com maiores valores de N apre-
sentaram um comportamento mais estavel. Em sistemas pequenos (N = 10), a densi-
dade de infectados revelou extingdo precoce ou oscilagbes mais abruptas, enquanto,
em sistemas maiores (N > 50), a densidade tendeu a permanecer préxima ao valor
inicial ou a decair de forma suave.

Nas simula¢des com valor elevado da taxa de infec¢do (A = 10), observou-
se que, em redes pequenas, a dindmica foi fortemente dominada por flutuacbes es-
tocasticas, resultando em oscilagées abruptas e variagdes discretas da densidade de
infectados. Para os maiores tamanhos de sistema considerados (N = 500), observou-
se uma dindmica proxima de um regime estacionario, com flutuagdes reduzidas.

Entretanto, percebeu-se uma diferengca em relacao a analise realizada no
GeoGebra, na qual a densidade tende a um valor préximo de 0,9, enquanto esta apre-
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sentou densidades em torno de 0,3 a 0,4. Essa discrepancia pode estar relacionada
ao fato de que os resultados computacionais foram obtidos a partir de uma Unica reali-
zacao estocastica do processo, podendo representar um caso particular da dinamica.

Retomando o padréo observado nas subsecdes anteriores, nota-se que,
em determinados casos com A > 1 e N = 10, a densidade volta a se anular ap6s um
namero elevado de iteragdes, evidenciando a limitacdo da simulacdo nessas condi-
coes.

Figura 18 — Evolug&o temporal da densidade de infectados p(t) para todas as combi-
nacdes de py € \, considerando diferentes valores de N.
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Por fim, cabe destacar que estas andlises de resultados apresentadas se
referem aos resultados obtidos por meio das simulagdes computacionais realizadas.
Assim, as conclusdes aqui apresentadas ndo devem ser interpretadas como generali-
zacgdes formais sobre as influéncias de tais parametros dentro do modelo. A obtencao
de resultados generalizaveis requereria o desenvolvimento de uma descri¢do analitica
mais rigorosa, com a devida derivacéo de formula¢cées matematicas, etapa que néo foi
abordada neste estudo. Uma apresentacao detalhada dessas formulagdes e da ana-
lise tedrica do processo de contato pode ser encontrada em |Marro e Dickman| (2005).
Essa limitacdo abre caminho para investigacoes futuras.
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6 CONCLUSOES

Neste trabalho, foi realizado um estudo introdutério sobre o Processo de
Contato, combinando analise tedrica, recursos didaticos e simulagdes computacionais
com o objetivo de compreender a dinamica de propagacao da infecgdo em redes uni-
dimensionais. A construgdo do material buscou apresentar o modelo de forma aces-
sivel, utilizando explicacées conceituais, fluxogramas e representagdes visuais que
auxiliaram na interpretacdo dos mecanismos de infec¢ao e recuperacao do sistema.

As simulagdes desenvolvidas no ambiente GeoGebra contribuiram para
complementar a andlise tedrica do modelo, permitindo visualizar a evolugao temporal
da densidade de infectados e identificar os diferentes regimes dindmicos associados
ao parametro de infecgdo A. Observou-se que a taxa de infeccdo desempenha papel
central na dindmica do sistema, determinando a transicdo entre o regime subcritico,
no qual a infecgao tende a desaparecer, e 0 regime supercritico, caracterizado pela
persisténcia da atividade no sistema.

Além disso, foram implementadas simulagées computacionais em Python
com o propésito de ilustrar diferentes trajetérias da dindmica para distintos valores de
A, da densidade inicial de infectados p, € do tamanho do sistema N. Essas simulagdes
evidenciaram a presenca de flutuagdes estocasticas e efeitos de tamanho finito, par-
ticularmente em sistemas menores. Entretanto, ressalta-se que os resultados obtidos
neste trabalho baseiam-se exclusivamente nas simulagdes realizadas, ndo permitindo
generalizagdes analiticas formais sobre o0 comportamento do modelo.

Como contribuicdo adicional, destaca-se a disponibilizagdo da implemen-
tacdo computacional utilizada nas simulacdes, favorecendo a reproducao dos resul-
tados e possibilitando futuras extensdes do estudo. Nesse sentido, trabalhos futuros
podem incluir analises estatisticas mais robustas, multiplas realiza¢des independentes
do processo e a investigacao do Processo de Contato em redes de maior dimenséao e
topologias mais complexas.
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UNIDADE DE TEMPO)
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import random
import matplotlib.pyplot as plt
import networkx as nx

from matplotlib.lines import Line2D

def visualiza_sitios(rede, passo=None):
N len(rede)
G = nx.grid_2d_graph(N, 1)

pos = dict((n, n) for n in G.nodes())

colors = ["red" if rede[i] == 1 else "blue" for i in range(N)]
legend_elements = [
Line2D ([0], [0], marker="o", color="w", markerfacecolor="blue"

markersize=14, label="Saudavel"),
Line2D ([0], [0], marker="o", color="w", markerfacecolor="red",

markersize=14, label="Infectado")

plt.figure(figsize=(8, 2))

B

nx.draw (G, pos=pos, node_color=colors, with_labels=False, node_size

=300)
plt.title(f"Unidade de tempo {passol}" if passo is not None else ""
plt.axis('off ")
plt.legend(handles=legend_elements, bbox_to_anchor=(1, 1), loc="
upper right")
plt.show ()

"""Para cada unidade de tempo, calcular a densidade rho. Depois, &
sorteado uma posigdo de individuo. Calcula a probabilidade dele de
acordo com o estado dele e dos vizinhos. 0 seu estado & atualizado

nmun

o R for menor que a probabilidade P.

B o e e
# Paradmetros

B oo

total_individuos = 10 # Namero de individuos
lambda_ = 0.8 # Pardmetro de infeccédo

tempo = 100 # Tempo total

)

se
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infectados_iniciais = int(input(f"Quantos individuos infectados iniciais
(0 a {total_individuosl})? "))

# Verifica se o numero esta dentro do intervalo valido

infectados_iniciais = max(0, min(infectados_iniciais, total_individuos))

# Cria a lista com o numero certo de infectados e embaralha

individuos = [1] * infectados_iniciais + [0] * (total_individuos -
infectados_iniciais)

random.shuffle(individuos)

print("Lista inicial de individuos:", ", ".join(map(str, individuos)))

for unidade_tempo in range (tempo):

print(f"--- Unidade de tempo {unidade_tempo} ---\n")

probabilidades = [] # Lista de probabilidades da unidade de tempo

atual
print (f"Estado atual: {' '.join(map(str, individuos))}\n")
rho = sum(individuos) / total_individuos # Densidade de

infectados
print (f"Densidade de infectados antes da atualizagdo: rho = {rho:.3f

IR

# Sorteia um individuo
posicao_individuo = random.randint (0, total_individuos - 1)

print (f"Individuo sorteado: {posicao_individuol}")

# Obtém vizinhos (contorno periddico)

viz_esq = individuos [(posicao_individuo - 1) % total_individuos]

viz_dir individuos [(posicao_individuo + 1) % total_individuos]
# Calculo da taxa de mudanga
if individuos[posicao_individuo] == 0: # Saudavel
if viz_esq == 1 and viz_dir == 1:
P = lambda_ * rho#**2 * (1 - rho)
motivo = f"Individuo {posicao_individuo} é& saudavel e possui

DOIS vizinhos infectados."

elif viz_esq == 1 or viz_dir == 1:
P = (lambda_ / 2) * rho * (1 - rho)*x*2
motivo = f"Individuo {posicao_individuo} é saudavel e possui

UM vizinho infectado."
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else:
P =20
motivo = f"Individuo {posicao_individuo} & saudavel e NAO
possui vizinhos infectados."
else: # Infectado
P = rho
motivo = f"Individuo {posicao_individuo} estd infectado e pode

se recuperar."

# Exibe informagdes detalhadas do individuo
print (f"Probabilidade calculada: P = {P:.4f}")
print (£"{motivo}")

# Sorteia um nuimero aleatdrio nesta unidade de tempo
R = random.random()

print (f"Nimero sorteado para esta unidade de tempo: R = {R:.4f}\n")

# Atualiza somente o individuo sorteado

if R < P:
antigo = individuos[posicao_individuo]
individuos [posicao_individuo] = 1 - individuos[posicao_individuo
]
acao = "infectado" if antigo == 0 else "recuperado"

print (f"Individuo {posicao_individuol} ({antigo} => {individuosl|[
posicao_individuol]}) foi {acaol}.")
else:
print (f"Individuo {posicao_individuo} manteve seu estado ({

individuos [posicao_individuo]}) .")

visualiza_sitios(individuos, passo=unidade_tempo)

rho = sum(individuos) / total_individuos # Densidade de infectados
apos atualizacéo
print (f"\nDensidade de infectados apds atualizagdo: rho = {rho:.3f}"

)




56

APENDICE B - FLUXOGRAMA DA DINAMICA DO PROCESSO DE CONTATO -
VARIAGAO PROPOSTA (ANALISE SIMULTANEA)

Figura 19 — Fluxograma da variagéao proposta do Processo de Contato
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Fonte: Elaborado pela autora, 2026.
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APENDICE C - CODIGO EM PYTHON DA SIMULAGAO DO PROCESSO DE
CONTATO (TODOS OS INDIVIDUOS SAO ATUALIZADOS A CADA
UNIDADE DE TEMPO)

import random
import matplotlib.pyplot as plt
import networkx as nx

from matplotlib.lines import Line2D

def visualiza_sitios(rede, passo=None):
N len(rede)
G = nx.grid_2d_graph(N, 1)

pos = dict((n, n) for n in G.nodes())

colors = ["red" if rede[i] == 1 else "blue" for i in range(N)]

legend_elements = [
Line2D ([0], [0], marker="o", color="w", markerfacecolor="blue",
markersize=14, label="Saudavel"),
Line2D ([0], [0], marker="o", color="w", markerfacecolor="red",

markersize=14, label="Infectado")

plt.figure(figsize=(8, 2))

nx.draw (G, pos=pos, node_color=colors, with_labels=False, node_size
=300)

plt.title(f"Unidade de tempo {passol}" if passo is not None else "")

plt.axis('off ")

plt.legend(handles=legend_elements, bbox_to_anchor=(1, 1), loc="
upper right")

plt.show ()

"""_ Primeiro, calcular a probabilidade e armazenar ela para cada indivi
duo em um vetor. Apdés isso, atualizar os individuos a cada mudanga de

unidade de tempo."""

r

# Parédmetros

B oo

total_individuos = 10 # Numero de individuos
lambda_ = 0.8 # Pardmetro de infeccédo

tempo = 5 # Tempo total
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# Inicializacéo

infectados_iniciais = int(input(f"Quantos individuos infectados iniciais
(0 a {total_individuos})? "))

# Verifica se o numero esta dentro do intervalo valido

infectados_iniciais = max(0, min(infectados_iniciais, total_individuos))

# Cria a lista com o numero certo de infectados e embaralha

individuos = [1] * infectados_iniciais + [0] * (total_individuos -
infectados_iniciais)

random.shuffle(individuos)

print("Lista inicial de individuos:", ", ".join(map(str, individuos)))

for unidade_tempo in range (tempo):

print (f"--- Unidade de tempo {unidade_tempo} ---\n")

probabilidades = [] # Lista de probabilidades da unidade de tempo

atual
print (f"Estado atual: {' '.join(map(str, individuos))}\n")
rho = sum(individuos) / total_individuos # Densidade de

infectados
print (f"\nDensidade de infectados antes da atualizag&o: rho = {rho
:.3f1")

# Todos os individuos s&o atualizados
for posicao_individuo in range(total_individuos):
# Obtém vizinhos (contorno periodico)
viz_esq = individuos[(posicao_individuo - 1) % total_individuos]

viz_dir = individuos[(posicao_individuo + 1) % total_individuos]

# Cadlculo da taxa de mudanga

if individuos[posicao_individuo] == 0: # saudavel
if viz_esq == 1 and viz_dir == 1:
P = lambda_ * rho**2 * (1 - rho)
motivo = f"Individuo {posicao_individuol} é& saudéavel e

possui DOIS vizinhos infectados."

elif viz_esq == 1 or viz_dir == 1:
P = (lambda_ / 2) * rho * (1 - rho) **2
motivo = f"Individuo {posicao_individuol} e saudavel e

possui UM vizinho infectado."
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motivo = f"Individuo {posicao_individuo} & saudavel e NA

0 possui vizinhos infectados."

else: # Infectado
P = rho
motivo = f"Individuo {posicao_individuol} estad infectado e

pode se recuperar."
probabilidades.append (P)

# Exibe informagdes detalhadas do individuo
print (f"Individuo {posicao_individuol}:")

print (f"Probabilidade calculada: P = {P:.4f}")
print (£"{motivo}")

# Mostra a lista calculada (e sobrescrita a cada unidade de tempo)

print ("\nProbabilidades desta unidade de tempo:")

print (", ".join(f"{probabilidade:.4f}" for probabilidade in
probabilidades))

print ()

# Sorteia um numero aleatdédrio nesta unidade de tempo
R = random.random()

print (f"Nimero sorteado para esta unidade de tempo: R = {R:.4f}\n")

# Atualiza o estado dos individuos com base nas probabilidades
for posicao_individuo in range(total_individuos):
if probabilidades[posicao_individuo] > R:
antigos = individuos.copy ()
individuos [posicao_individuo] = 1 - individuos/|[
posicao_individuo] # Muda o estado (infecta ou recupera)
acao = "infectado" if antigos[posicao_individuo] == 0 else "
recuperado"
print (f"Individuo {posicao_individuol} ({antigos([
posicao_individuol]} => {individuos[posicao_individuol})
foi {acao}.")
else:
print (f"Individuo {posicao_individuo} manteve seu estado ({

individuos [posicao_individuol}).")
visualiza_sitios(individuos, passo=unidade_tempo)

rho = sum(individuos) / total_individuos # Densidade de infectados
apos atualizacgéo
print (f"\nDensidade de infectados apds atualizagdo: rho = {rho:.3f}"

)
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