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RESUMO:

Esse trabalho tem o intuito de descrever a analise Isogeométrica, a sua criagao,
além de um pouco da histéria da computacdo no ambiente da construgdo civil e da
criacdo do método, como ele rivaliza com o método computadorizado: método dos

elementos finitos.

Palavras-Chave: Analise Isogeométrica, Método dos Elementos Finitos,

Estruturas Planas.

ABSTRACT:
This final paper has the point to describe the isogeometric analysis, your history
of creation and bring some topics about the history of computation in civil construction.
And explore how this new method competes with the most used programming method:

finite elements method.
Keywords: Isogeometric analysis, Finite Elements Method, Plane Structures.



1 INTRODUCAO

Com o advento do computador, tornou-se muito mais facil elaborar projetos na
construcéo civil, sobretudo os estruturais que, independentemente da complexidade,
eram calculados a mao. Inicialmente, diversas abordagens computacionais foram
adotadas; entretanto, apenas uma se destacou: o Método dos Elementos Finitos
(MEF), que, gradualmente, consolidou-se como o padrédo no calculo estrutural por
meio de softwares especializados

Desenvolvido por volta da década de 1950 o MEF baseia-se na subdivisao da
estrutura em elementos menores, formando um modelo discretizado fundamentado
em funcdes de aproximagdo lagrangeanas. A versatilidade deste método e seu
constante aprimoramento ao longo dos anos o tornaram amplamente utilizado em
diversas areas da engenharia, fato comprovado pela adogdo de ferramentas
renomadas como SAP2000, Nastran, SolidWorks e ANSYS.

Apesar de suas incontestaveis vantagens, o MEF apresenta limitagdes
inerentes a utilizagdo de malhas fixas — onde a discretizagcio € realizada por meio de
elementos predefinidos (como tridngulos ou quadrados) — o que pode ocasionar
imprecisdbes ao modelar objetos com contornos curvos, exigindo uma divisdo mais
refinada para garantir a precisao desejada. O fenébmeno conhecido como travamento
(locking) ilustra bem esse desafio, pois pode comprometer a exatiddo dos resultados
obtidos

Diante dessas limitagbes, novos métodos numéricos surgiram para contornar
tais desafios, entre eles os Métodos Sem Malha e, principalmente, a Analise
Isogeométrica (IGA — Isogeometric Analysis), anteriormente chamada de Método dos
Elementos Finitos Isogeométricos. Embora compartilhe semelhangas com o MEF, a
IGA propde uma abordagem inovadora ao integrar de forma natural a modelagem
geométrica e a analise estrutural.

Essa abordagem, embora ainda recente — criada em 2005 pelos pesquisadores
Hughes T. J. R., J. A. Cottrell e Y. Bazilevs — nasceu a partir da identificagao de duas
limitagdes cruciais do MEF: a necessidade de importar desenhos de outros programas
e a desconexdo entre a representacdo geométrica e o objeto a ser analisado,
problemas decorrentes da re-parametrizacdo das geometrias para adequagé&o ao

software de calculo.



E propuseram, como solugdo, a integracdo do desenho assistido por
computador, CAD (Computer Aided Design), a um método semelhante aos elementos
finitos, tornando assim a analise geométrica e estrutural mais préximas entre si, ja que
assim seria criado a geometria, sua discretizagc&o e seu sistema de carregamentos de
forma unificada, conseguindo em seus resultados evitar as re-parametrizagoes
geométricas, o que por consequéncia, aumentou sua eficiéncia e evitou os ja citados
problemas.

Em sintese, a Analise Isogeométrica permite a avaliagdo exata da geometria
de problemas mecanicos com maior eficiéncia, uma vez que o modelo é criado e
analisado dentro do mesmo ambiente computacional, garantindo compatibilidade
superior e resultados mais consistentes.

Além disso, essa técnica apresenta vantagens significativas em relagdo ao
MEF, como melhor desempenho em otimizagées geométricas, mitigagao do problema
de locking, maior eficiéncia na manipulacédo de geometrias complexas e irregulares, e
uma integracdo mais direta com as ferramentas CAD e de simulagdo. Assim, o
presente trabalho visa consolidar essas informacdes e verificar a capacidade da
Analise Isogeométrica como um método versatil, promissor e cada vez mais popular

na engenharia estrutural.

2 OBJETIVOS

Os objetivos de forma geral deste presente trabalho serdo mostrar a evolugéo
computacional para a solugdes de calculos estruturais na construgao civil durante a
histéria e quais pontos ainda se pode obter novas solugdes e melhoras, estruturar e
verificar a elegibilidade da Analise Isogeométrica em relagao a outros métodos e sua
aproximagao em relagdo ao modelo matematico e ainda trazer material em lingua
portuguesa sobre a analise Isogeométrica.

Para isso, sera elaborado um programa computacional com o objetivo de
verificar a facilidade da programacédo, e testar a aplicabilidade da analise

Isogeométrica em relagdo a um modelo matematico.

3 JUSTIFICATIVAS

Indiscutivelmente, para a engenharia civil, 0 método dos elementos finitos é

uma das metodologias de calculo estrutural computacional mais importantes, sendo



utilizado pela maioria de softwares. Mas, como toda metodologia, ela apresenta
pontos de negativos seja por suas falhas ou a sua n&o otimizagao para certos casos.
Os principais pontos sao: seu desempenho ndo tio eficiente em situacbes de
otimizagbes geométricas (shape optimization), os travamentos (Locking), em
problemas que necessitam de um ajuste fino de continuidade e o principal motivo pela
criacdo da analise que sera objeto de estudo desse trabalho, a separacédo entre
software de modelagem e o software de analise estrutural.

Visto isso, a analise Isogeométrica € um método que consegue ser
extremamente parecido com o MEF, mas, que otimiza nos pontos explorados
anteriormente. E, com a evolugdo de projetos com a utilizagdo de BIM, torna-se
extremamente importante a maior compatibilidade entre a modelagem de uma
estrutura e seu dimensionamento estrutural, e, também, causa a necessidade de se
repensar os métodos ja utilizados no mercado, para que se consiga pensar em uma

melhoria continua na modelagem estrutural.

4 DESENVOLVIMENTO

O método de analise Isogeométrica foi desenvolvido por Hughes T. J. R, J. A.
Cottrell e Y. Bazilevs em seu artigo:” Isogeometric analysis: CAD, Finite elements,
NURBS, exact geometry and mesh refinement” de 2005. Em seu texto, a partir de um
breve historico do método dos elementos finitos, criado na primeira metade do século
XX, o autor nota que o método € desconexo geometricamente dos elementos
calculados, além da necessidade de utilizar outra ferramenta para a modelagem do
objeto.

Entdo, de forma resumida, para solucionar, adotou-se como uma alternativa
uma implementagdo do CAD (Computer Aided Design) a um método similar ao
Elementos Finitos, assim conseguindo discretizar o objeto independentemente de sua
geometria, mesmo que de forma turbulenta, como o préprio Hughes cita. Como
objetos de testes para o estudo foram utilizados objetos tridimensionais, o que por
consequéncia aumenta sua complexidade: estruturas cilindricas lineares, cascos e
fluidos. E, como resultado, esperava-se que junto a uma aproximagado geomeétrica
mais precisa, a analise de esfor¢cos fosse mais aprimorada do que o outro método.

No entanto, com os resultados, os autores perceberam que ao unir CAD a uma

metodologia de calculo computacional, houve mais vantagens computacionais do que



apenas a maior precisao e eficiéncia com método. Em um dos resultados, utilizando
fluidos, por sua forma nao tdo bem definida, conseguiu uma analise precisa com
menor grau de refinamento e maior velocidade.

Ao trazer para engenharia civil, por exemplo, utilizando o método em estruturas
em arco, tipica forma que tende a ter um custo computacional extremamente alto
quando utilizado o Método dos Elementos Finitos, por necessitar de alto grau de
refinamento; com a Analise Isogeométrica, o custo computacional, o refinamento e o
tempo para se analisar uma estrutura arqueada € extremamente menor.

Dado isso, antes de entrar de fato no método e compara-lo com o resultado do
modelo matematico, é importante salientar o porqué da existéncia desses métodos
computacionais visto que ja ha a existéncia de um modelo matematico preciso para

esses mesmos problemas.

4.1 Modelo matematico vs. Modelo Computacional

Para todo problema da construgcdo civil, tem-se uma solugcdo dada pelos
modelos matematicos, por mais complexos que sejam, e estes resultados se dardo
de forma direta em seu calculo, sem a necessidade de aproximacgdes ou repeticoes
de um mesmo processo, 0 que NOS gera um processo unico para cada problema. Ja
os modelos computacionais, seja a analise Isogeométrica ou o0 método dos elementos
finitos, como se percebera, serdo executados por aproximagdes para o resultado real
do problema, sendo dado por repeticoes e refinamentos de um mesmo processo,
tornando o método de solugéo genérico.

As repeticdes de um mesmo processo, apenas o refinando, € menos custoso e
mais veloz para um computado rodar, do que comparado ao modelo matematico, que
traz diversas contas e processos diferentes para cada elemento. Em resumo, para se
programar um modelo matematico preciso seria necessario criar um programa que
fizesse apenas um tipo de elemento, podendo ter problemas de compatibilidade,
mesmo com uma diferenga minima, enquanto com os métodos computacionais, além
de mais veloz, eles sdo mais generalistas, podendo calcular, com um mesmo método,
varios tipos de elementos.

A partir disso, serdao apresentados importantes conceitos, suas historias de
desenvolvimento, e como funcionam, para que se entenda o problema a ser analisado

e seus resultados.
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4.2 Método dos Elementos Finitos

O MEF, método dos elementos finitos, ou em inglés, FEM, Finite Element
Method, foi criado em 1909 por Walter Ritz, com o objetivo de calcular uma solugéo
de forma aproximada para problemas de sélidos deformaveis.

Com o decorrer dos anos, outros engenheiros desenvolveram ainda mais o
método como, por volta da década de 40, Richard Courant, fez incremento de fungdes
lineares de regides triangulares, conseguindo aumentar o leque de possibilidades do
método, sendo possivel ser utilizado agora para problemas de torcdo. Com essas
alteragdes e outras, Ray William Clough Jr (NAE, 2016), na década de 1960, introduziu
de forma definitiva o método, além de mostrar outras aplicagdes que nao tinham sido
apresentadas ainda, como analise de estruturas aeroespaciais, fluidos,
termodindmica e eletromagnetismo.

Mas, apenas nos anos de 1950, teve inicio de fato a utilizacdo do método em
estruturas relacionadas a construgao civil, principalmente com o desenvolvimento e
as discussoes relacionadas ao método das for¢cas e o método dos deslocamentos. E,
em 1959, Turner cria o Método da Rigidez Direta, que é baseada no segundo método.

Visto isso, o MEF (AZEVEDO,2003) consiste em discretizar dominios, isto é,
seccionar objetos em formas geométricas mais simples, geralmente utilizando
quadrilateros e tridngulos, podendo ser, também, a combinagdo de ambas as formas.
Quanto maior a malha criada a partir dessas formas, mais precisa sera o resultado,
contudo havera maior gasto computacional.

A partir disso, Azevedo (2003) descreve, a discretizacdo funciona por trés
passos: criagdo da malha, definigdo das funcbes de forma e o mapeamento dos
elementos de referéncias da malha. Considerando um elemento genérico

unidimensional, P, ser discretizado tem-se que,

(u'(x) = f(x); em (0,1)
P'{ w(0) = u(1) = 0 (1)
Sendo,

O préximo passo sera converter P em sua equivalente forma fraca e para isso,
integramos por partes utilizando as identidades de Green, portanto tem-se:
1 1 n ! 1 ! !
Jo F@vdx = [ u"()v(x) dx = u'(x)v(x)| L- Jo W (V' (x)dx =
- f01 u' (x)v'(x)dx = ®(u,v) (2)
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Portanto, para discretizar o elemento, tem-se que tomando o intervalo (0,1),
para n valores de x, toma-se que 0 = x0 <x1<...<xn<xn+1 = 1, consegue-se definir que

V por:

V = {v:[0,1] - R:sendo v continuo, v|x yx+1¢ linear parak =0, ...,n e v(0) = v(1)
=0,
Sendo V um subespago definido por Hi. Com isso feito, tem-se a necessidade de
escolher a fungao de base, sendo que para problemas de uma dimensao, para cada
ponto de controle xk, escolhe-se a parte da fungao vk em V, sendo entéo,
x—x

k—1
——,seXx € [xp_1, Xkl
Xg—Xk-1

v(x) = § 21T e x € [xp Xpral, (3)
Xk+1—Xk

0,para o restante
Tendo isso, escreve-se as matrizes de forma para o problema, sendo escrito

por,

u(x) = Yo V(%) e f(x) = Yko1 fro ) (4)
Com isso, tendo que compararemos objetos bidimensionais, a dedugéao

funciona de forma andloga para a nova diregdo que aparecer no problema,

adicionando assim logo na integral de forma fraca.

Figura 1 — Exemplo de malha no MEF

VON MISES
STRESS

HIGH l

Low i

A figura 1, mostra como uma estrutura é subdividida no MEF. Como pode-se

Fonte: The Efficient Engineer,2023.

perceber, € uma divisado feita por objetos geométricos iguais, 0 que como ja citado

anteriormente, causa as imprecisdes e a necessidade de aumentar o refinamento da
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malha em objetos curvos, para assim conseguir se adequar de forma mais precisa ao
objeto.

Além disso, Azevedo (2003), cita que a utilizacdo das formas geométricas
triangulares cria imprecisdes em relagao a distribuicdo das cargas, criando pontos de
pressbes perto dos vértices dos tridngulos, fazendo com que haja distribuigcdes

errbneas.

4.3 Computer Aided Design

O CAD, Computer Aided Design, em portugués, desenho assistido por
computador, é a forma de utilizar, através de programacgédo, o computador para
desenhar. Sua histéria, de acordo com a BELLUOMINI (2017), comega antes mesmo
da inveng¢ao do computador, com Alphonse Louis Poitevin (1819-1882), que em 1861
descobriu um processo que envolvia a sensibilidade a luz da gelatina bicromada, uma
substancia presente em gomas de mascar, que utilizou para criar os processos de
Fotolitografia e fototipia.

Estes processos seriam importantes na construgao civil, por ser extremamente
precisas em reproduzir desenhos. Consistia em criar copias em negativo, as famosas
“Blueprints”, que transformava as linhas pretas em brancas, e os espacos vazios em
um tom azulado.

A partir de 1960, cerca de 100 anos apos o desenvolvimento da tecnologia de
copias precisas de desenhos arquitetdnicos, a BELLUOMINI (2017) conta, que
atualmente, com o advento e popularizacdo dos computadores, Patrick J. Harrantty,
em 1961, comega o desenvolvimento, na General Motors, do chamado DAC, Design
Automated By Computer, e que nos anos seguintes seria aperfeicoado e chamado de
CAD.

O processo para se gerar qualquer forma geométrica, de forma mais simples
computacionalmente, é utilizando fungdes matematicas parametrizadas, geralmente
polinbmios de interpolagdo que derivam do polinbmio lagrangiano e das Curvas de
Beézier, chamadas Spline. Existem varios tipos de Spline, as principais sao: B-spline,
T-spline e NURBS. A partir disso, com a escolha de pontos de controle que o usuario
toma e forma que se necessita criar, a forma geométrica € criada.

Tomaremos como foco a B-spline e Nurbs, por serem as mais conhecidas e

mais utilizadas na programacgao, além de terem um excelente poder de convergéncia
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assim como HUGHES (2005) utilizou em seu trabalho. A NURBS, Non-Uniform
Rational Basis Spline (Basis Spline Nao-Uniforme Racional), como o proprio nome diz,
é derivada da Basis Spline (B-Spline).

A B-Spline consiste em um modelo matematico que gera curvas a partir de trés
conceitos: grau, suavidade e dominio. Por definicdo (GAN,2018), uma Spline de
ordem “n” sao fungdes polinomiais por partes de grau n-1 com variavel x, sendo x a
coordenada em que as partes do polinbmio coincidem, que sdo chamados de nés e
sao dados por to, t1, t2, ..., tn.

Portanto, para uma sequéncia de nés, temos uma unica Spline dada por,
0, sex<toux=t;,

Bin(x) = {néo nulo, se de outra forma (5)
Com isso, adicionando a restrigéo de };; B; ,(x) = 1 para todo x no intervalo do

primeiro e ultimo no, percebe-se que B; ,, tera uma taxa de crescimento fixa, tornando-
a assim a chamada B-Spline.

Outra forma de construi-la é a partir do algoritmo de Boor, que dada uma
sequéncia de no to, t1, t2, uma B-spline de grau um é dada por:

1, set; <x<t;,
Bi,l(x) — {O i i+1

sede outra forma

(6)

E assim, para B-splines de graus maiores sao definidas por equagdes de
repeticao dadas por:
Bij+1(0) = wi e (0B (%) + [1 = Wip 1 ()] Biya (%), sendo
Wik () ={ e (7)
0, sede outra forma
E, para o NURBS, segundo GAN (2018), sua diferenca é dada pela sua nao
uniformidade ja explicitada em seu nome, que é dada pela utilizagdo um sistema de
coordenadas homogéneas (x, y, u), ao invés de um sistema cartesiano. Essas
coordenadas consistem na representacdo do plano cartesiano (X, Y) de forma
parametrizada da seguinte maneira: X = xue Y = y/u. Isso traz uma otimizagao
computacional ao processo por causa de seu tratamento algébrico nos pontos “no
infinito”.
Além disso, tem-se também um outro importante conceito introduzido no
NURBS, o Knot Vector, que consiste numa sequéncia de parametros que definem

quando e como os pontos de controle afetam a curva, sendo o numero de Knot Vector
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igual ao numero de pontos de controle mais o grau da curva menos um. Portanto a

curva é dada por:

_ YK Nin(Ww;P;
Clw) = Tk Ninw; (8)
Sendo,
u= uma variavel | independente; k= numero de pontos de
controle;
N = B-spline; n = grau do polinémio;
P = ponto de controle w = peso/intensidade;

Figura 2 — Exemplo de NURBS em objetos tridimensionais
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Fonte: RAAMAC (2023)

44 JAVA

A linguagem que sera adotada para o programa de analise Isogeométrica sera
JAVA, que comecgou a ser criada em 1991, de acordo BESSA (2023), pela Sun
MicroSystems, empresa que posteriormente foi comprada pela Oracle, sua atual
desenvolvedora. A Sun comegou a sua criacdo pois seus desenvolvedores nao
conseguiam fazer todas as programacdes desejadas no C++, a linguagem mais
comum da época. Inicialmente foi langcada com o nome de Oak, em 1993 e, por
problemas de Copyright, em 1994, teve seu nome alterado para JAVA.

Ela foi projetada com varias caracteristicas inovadoras que a distinguem de
outras linguagens de programacgéao da época. Uma das caracteristicas mais marcantes
do Java foi o conceito de "Write Once, Run Anywhere" (do inglés: “Escreva uma vez,
execute em qualquer lugar”), que significava que os programas Java poderiam ser

compilados em bytecode e executados em qualquer dispositivo que tivesse uma
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maquina virtual Java (JVM), independentemente da arquitetura do sistema. A
portabilidade, seguranga e simplicidade da linguagem Java a tornaram extremamente
popular entre os desenvolvedores. Ela foi amplamente adotada em uma variedade de
aplicativos, desde aplicativos de desktop até sistemas distribuidos e aplicacbes web.

Ao longo dos anos, a plataforma Java cresceu e se expandiu para incluir uma
ampla gama de tecnologias e frameworks, como a Enterprise Edition para
desenvolvimento de aplicativos corporativos, a Standard Edition para aplicativos de
desktop e a Micro Edition (Java ME) para aplicativos moveis e embarcados.

As principais vantagens da linguagem sao suas ferramentas gratuitas, grandes
repositérios em sites como o “GitHub”, por ser uma linguagem popular, esteve em
2022 como a 62 linguagem mais utilizada por programadores, e sua forma de
programacao é feita orientada a objetos, isto é, ha a separagéo da parte de abstragao,
do encapsulamento de cédigo e heranga, o que facilita a programacao e para
iniciantes confere uma curva de aprendizagem mais suave. Além de outras vantagens
mais técnicas como a execucao concorrente de rotinas, criando assim robustez no

programa.

4.5 Analise Isogeométrica

Por fim, e mais importante, a analise Isogeométrica tendo sua histéria ja
introduzida e conceitualmente iniciada, se tera como foco, portanto, sua definicdo
matematica de forma detalhada mostrada a seguir.

Da mesma forma que o método dos elementos finitos, a analise também
trabalha em malhas, que aqui sdo chamadas de sub-regides, que diferentemente,
trabalha tanto a forma fisica, quanto sua forma geométrica, e que é formada a partir
de pontos de controle que com sua interpolagao, forma as sub-regides.

Essas interpolagdo, de acordo com GAN (2019), sdo dadas pelo Knot Vector,
que € um grupo de coordenadas unidimensionais ndo decrescentes, indicado por & =
{51,52, é3, ...,§n+p+1}, sendo que ¢; € R, sendo ; o i-gésimo nod, n 0 numero de fungdes
de controle e p é a ordem da fungao de base. O Knot Vector divide a estrutura em
elementos, sendo que eles sdo uniformes se sdo equidistantes e n&do uniformes
quando nio sao.

As fungdes de base sao definidas por
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e Parap=0:
_ 1 seé;<§<$i1
N"O(E) N {O, se de outra maneira (9)
e Parap=1,2, 3,
) — §-¢; ) Sivpr1—§ )
Nl,O (E) Eirp—Ei Nl,p—l(f) + Eirpr1—Eist N1+1,p—1(f) ( 10 )
Sendo que elas respeitam a relagao de:
i=1Nip(©) =1 (11)
E as derivagdes das fungdes de base é dada por:
d* !
d—kai,p(f) = ﬁ ],'(=o A jNivjp-r($) (12)
Sendo
0(0‘0 == 1
o Ok-1,0
O ke — &
Ap—gi — Ape—q1 i—
Ay = fra) LT paraj=1,..k—1

 Eirprjokr1 — Sivj
i = Ap—1,k-1
’ $ivpr1 — Sitk
Com isso definido, a geometria é dada, utilizando NURBS, que tendo n
fungbes de base N, ,,, sendo i=1, 2, ..., n, temos que:

Nip(s)w;

Prey —
R; (s) = W)

(13)

Com isso, portanto, utilizando a mesmo polinbmio por partes que a B-spline,
tem-se
C(s) = ZiL, R ($)B; (14)
E importante notar, segundo GAN (2019), que para a montagem dos Knot
Vectors precisa de respeitar algumas regras para determinar uma curva, ja que ele
determina o intervalo de inicio e de fim dos parametros da curva representada,
portanto os seguintes fundamentos sao:
e O numero de pontos de controle deve ser igual ou maior que a ordem da
curva;
e A ordem da curva deve ser maior ou igual a dois
e A quantidade de knots no Knot Vector € igual ao numero de pontos de
controle mais a ordem da curva, sendo definido por n+p+1. Sendo que

0s primeiros elementos p+1 serdo iguais a 0 e os ultimos p+1 seréo
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iguais a 1 ou a multiplos deste. Ja os valores intermediarios seréo
definidos de forma a ser equidistantes;

e Os valores no Knot Vector ndo devem ser decrescentes, portanto, um
exemplo de disposi¢ao valida é [0,0,0,0.25,1,2,2,2] e de uma néo valida
seria [0,0,0,0.5,0.25,2,2,2]

e &¢min < ¢ < {max, sendo ¢min = ¢ordem-1 e {max = {NC, sendo NC o

numero de pontos de controle.

Figura 3 — Exemplo de sub-regides em IGA

Fonte: HUGHES, 2005.

Na figura trés, tem-se um exemplo, dado pelo proprio HUGHES (2005), de
como se comporta a sub-regido que a Analise Isogeométrica cria no objeto, como se
percebe, diferentemente do método dos elementos finitos, as sub-regides criadas se
moldam de acordo com o objeto e n&o o subdivide em objetos iguais, sendo isso de
extrema importédncia para o método, principalmente em analises de objetos

tridimensionais curvos, ja que sua aproximagao geomeétrica se torna mais precisa.

5 METODOLOGIA

Como ja comentado anteriormente, para o desenvolvimento deste trabalho sera
utilizado um codigo computacional escrito em linguagem Java. Este ja estava
previamente desenvolvido pelo orientador do trabalho, sendo originalmente
desenvolvida em B-Spline, optou-se por alterar para NURBS, para melhor otimizagao
computacional e compatibilidade com outros programas CAD, ja que é o método mais

utilizado e é a forma em que foi originalmente pensado.
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Vale ressaltar que, o programa desenvolvido é facilmente reproduzivel em outra
linguagem de programacao, ja que nado ha a necessidade de bibliotecas especificas.
A opcéo por Java é dada por sua orientagao a objetos e sua extensao de algoritmos,
tornando este trabalho menos oneroso além de conhecimentos prévios.

A figura quatro mostra com quais informag¢des o modelo sera alimentado:

Figura 4 — Informacgdes que alimentam o modelo

Informagées do
modelo

|
l | | l | | l l

Comprimento Rigid Nés Numero de o " Ordem Knot Pontos de
da viga gicez Prescritos sub-regides arregamento polinomial Vector integragao

Fonte: Elaborado pelo autor, 2023

Nota-se dois pontos importantes, diferentemente do método dos elementos
finitos, ndo ha malha e sim sub-regides para a divisdo do elemento e que a ordem
polinomial da fungéo de base é escolhida como dado de entrada, facilitando a precisao
do usuario para a solugao do problema.

E a seguir, na figura cinco, tem-se o fluxograma das rotinas implementadas.
Importante notar que a matriz de rigidez K e a construgdo do vetor de forgas
equivalentes F, sdo duas tarefas independentes que serdo executadas em paralelo o
que causara um consumo maior de processamento no momento, mas que diminuira
o tempo de execugéao do programa.

Observa-se também que, uma vez que a matriz de rigidez é positiva definida,
sera garantida a sempre existéncia de uma inversa e fazendo assim com que sempre

haja a solugao do sistema de equagdes Kw=F obtida usando o método de Crout.
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Figura 5 — Fluxograma das rotinas

Lé as informagdes

K.F.
O — o l
' Loop sobre n° de § Resolve Ku = F pelo método
sub-regides E de Crout

l

Loop sobre os pontos -
de integragéo Exibe os resultados e

I | seus diagramas

Determina as fungdes de
base e suas derivadas

[
v

Adiciona a contribui¢cao da
matriz de rigidez e do vetor
de forcas da sub-regido

|
.
Monta a matriz de rigidez
total (K) e o vetor de forgas
(F) da vida

Fonte: Elaborado pelo autor, 2023

5.1 Cadigo
Com a estrutura definida do programa e utilizando os conceitos de NURBS

apresentados anteriormente, junto do auxilio do codigo ja executado pelo orientador
Hudson, o pseudocodigo para a mudanga de b-spline para NURBS, sera definida em
trés etapas: convencoes, as funcbes basicas e curvas. Como o problema a ser
resolvido € dado em um plano bidimensional, ndo havera necessidade de fungdes
para superficies, com isso:
5.1.1 Convencgbes

Grau: inteiro p (curvas) e q (superficies).

Vetores de ndés: U = [uo, ...,un] €, para superficies, V = [vo, ...,Vn].

Pontos de controle: P[0,n] (curvas) ou Q[i][j] (superficies), dimensionais (2D).

Pesos: w[0,n] ou w[i][j], todos positivos.

Parametros de avaliacao:

Para curvas: u € [U [p], U [n - p];
para superficies ve [V [q], V [n — q]]
A curva NURBS ¢é dada por

1 1
C(u) = X
LoNip@w; P XNy () wy
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5.1.2 Funcgbes Basicas

# Encontra o span (indice i tal que u € [U[i], U[i+1]))
function FindSpan(n, p, u, U):
if u==U[n+1]:
return n
low =p
high=n+1
mid = (low + high) // 2
while (u < U[mid]) or (u >= U[mid + 1]):
if u < U[mid]:
high = mid
else:
low = mid
mid = (low + high) // 2
return mid

# Funcgdes base B-spline N_{i-p..i, p}(u) (Cox—de Boor)
function BasisFuns(i, u, p, U):
N = array|[0..p] filled with 0
left = array[1..p]
right = array[1..p]
N[0] =1.0
forjin1..p:
left[jl =u-Ufli+1-]j]
right[jl=U[i+j]-u
saved = 0.0
forrin 0..(j-1):
denom = right[r + 1] + left[j - r]
if denom == 0:
temp =0.0
else:
temp = N[r] / denom
N[r] = saved + right[r + 1] * temp
saved = left[j - r] * temp
N[j] = saved
return N # tamanho p+1, correspondendo aos indices (i-p .. i)

Com as fungdes basicas definidas, a proxima etapa sera a definicdo do

pseudocodigo para curva em NURBS.

5.1.3 Curvas

# Avalia ponto C(u) em uma curva NURBS
# Entradas: grau p, nés U, pontos P[0..n], pesos w[0..n], pardmetro u
function CurvePoint_ NURBS(p, U, P, w, u):

n = length(P) - 1

i = FindSpan(n, p, u, U)

N = BasisFuns(i, u, p, U)

# Numerador e denominador racionais
num = zero_vector_like(P[0]) # (x,y) ou (X,y,Z)
den=0.0
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forkin 0..p:
idx=i-p+k
Nk = N[K]
wk = wl[idx]
wNk = wk * Nk
num = num + (WNk * P[idx])
den = den + wNk

if den == 0:
raise "Denominador zero (verifique pesos e nos)."

C =num/den
return C

Com os cadigos, pode-se seguir na definicdo do problema a ser resolvido para
o estudo da analise Isogeométrica.

5.2 Viga de Bernoulli-Euler

Para simplificar a analise, utilizaremos o modelo da viga de Bernoulli-Euler, que
consiste em uma simplificacdo da teoria linear da elasticidade, na qual definem
hipéteses nas quais as secdes planas permanecem planas apos a deformacgao, seu
deslocamento lateral da viga € nulo, e a deflexdo vertical dos pontos dentro da segéo
transversal € pequena e igual as deformagdes do eixo da viga. Utilizaremos
principalmente as ideias da viga de Euler, que consistem:

Instabilidade Elastica: a analise considera o comportamento de uma viga
comprimida sujeita a um carregamento axial. Quando uma viga €& suficientemente
esbelta e submetida a uma forca de compresséao, ela pode falhar por instabilidade
elastica antes de atingir seu limite de resisténcia.

Comprimento Efetivo da viga: é utilizado para levar em conta as condigdes
de apoio e a forma como a viga € suportada em suas extremidades. Esse comprimento
efetivo € usado para determinar a carga critica de Euler, que é a carga maxima que a
viga pode suportar antes de falhar por instabilidade elastica.

Equacdao de Euler: é uma equacao diferencial de segunda ordem que
descreve o comportamento de uma viga sujeita a uma forga axial. Essa equacéao é
usada para encontrar a carga critica de Euler e determinar se a viga & estavel ou

instavel sob compressao.

2

d°y
EIW‘FP()’—Y()):O

Onde:
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e y(x) é a funcdo que descreve a deflexdo da viga em relagcdo a sua
posi¢céo ao longo do eixo x;

e E é o mddulo de elasticidade do material da viga,

e | é o momento de inércia da sec¢ao transversal da viga,

e P é a carga axial aplicada,

e Yo € a deflexdo inicial da viga (se houver), e

e X é a posigao ao longo do eixo axial da viga.

Neste contexto, considerando uma viga feita de material isotropico e
homogéneo, que possui comprimento L, e as cargas e momentos atuam no plano xz,
que € o plano principal de inércia, o eixo x passa seu centro de gravidade G da sec¢éo
transversal.

Chamando de “u” a deformagdo em x, “v’ a deformagcédo em y e “w’ a
deformagao em z, tem-se o seguinte campo de deslocamento:

u(x,y,z) = —z0(x)
v(x,y,z) = 0
w(x,y,z) = w(x)
Dado isso, baseando se nas hipéteses das se¢des planas a rotagao é igual a

declividade do eixo da viga:

dw
=
dw
u= —ZE
E a deformagao especifica é dada por:
du
Ex = a

Considerando que a viga € submetida a um estado de deformacao axial pura,
pela lei de Hook, tem-se:
d?*w
dx?

Portanto, a relacdo momento-curvatura é definida como:

o, =Ee, = —zE

d?w d?w
M = —ffZO'di = (ffA szA)Eﬁ:Elyﬁ (155)
Com isso, sera adotada uma figura simples, bidimensional para a execug¢ao do

programa, o que facilitara a chegada dos resultados através do modelo matematico,
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sendo assim capaz de testar a precisdo do método. Portanto, sera analisada uma viga
bi-apoiada isostatica com um carregamento uniformemente distribuido, como

apresentado na figura a seguir:

Figura 6 — Diagrama da viga

Z,W

/] /]

Fonte: Elaborado pelo autor, 2023

Com isso, consegue-se definir o knot vector para a execugao da viga bi
apoiada, seguindo aquelas regras de montagem nas quais ja foram citadas
anteriormente e assim montar o problema computacionalmente que seguira a
sequéncia de passos demonstrada pelo fluxograma de rotinas da figura 5.

Definindo os testes, tendo o knot vector, o grau de polinbmio, P, o numero de

pontos de controle (NC) e quantidade de sub-regides (NS), definido pela tabela seguir:

Tabela 1 — Aproximacdes para solugio

Teste Knot Vector P | NC | NS
A [0,0,0, 0.5,1,1,1] 2

B [0,0,0,0,0.25,0.5,0.75,1,1,1,1] 3

C [0,0,0,0,0,0.125,0.25,0.5,0.75,0.875,1,1,1,1,1] 4 10

Fonte: Elaborado pelo autor, 2023

Além de analise sera feita utilizando a equacao de Von Mises, porque considera
todas as componentes de tensdao em um material e simplifica-as em uma unica medida

de tensdo que € comparada com o limite de escoamento do material para determinar
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se a deformacgao plastica ira ocorrer. Se a tensdo de Von Mises exceder o limite de

escoamento do material, € esperada uma deformagao permanente.

6 RESULTADOS

Estabelecida a metodologia, consegue-se chegar aos resultados da solugéo

numeérica e compara-los com os resultados que o programa em JAVA de analise

Isogeométrica conseguiu chegar utilizando B-spline. Conforme na mostrada nas

figuras a seguir, percebe-se a evolugao da precisdo em relagao ao problema.

Figura 7 — Teste A

Deflexao ao longo de x

00 01 D2 03 04 05 06 07 08 09 LD L1 12 13 14 L5 16 17 18 1§ 20

Fonte: Elaborado pelo autor, 2023
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Figura 8 — Teste B

Deflexdo ao longo de x
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Fonte: Elaborado pelo autor, 2023
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Figura 9 — Teste C

Deflexdo ao longo de x Momento fletor longo de x

Fonte: Elaborado pelo autor, 2023

Mostrado a evolucao, sera comparado os resultados da deflexdo e momentos
maximos e os erros na tabela a seguir:

Tabela 2 — Resultados

METODO NUMERICO ANALISE ISOGEOMETRICA
TESTE ERRO
Deflexao Momento Deflexao Momento
A 5,208333 | 12,500000 4,166666 8,333333 | 0,179605
B 5,208333 | 12,500000 5,208333 13,020833 7.02x10 4
C 5,208333 | 12,500000 5,208333 12,499999 | 3,29x10°13

Fonte: Elaborado pelo autor, 2023

Conforme nota-se, em trés testes conseguiu-se alcangar o resultado do modelo
matematico, sendo que a deflexado, por sua simplicidade, foi alcangada ja no segundo
teste, com boa precisdo e sem que houvesse tantos refinamentos, o que mostra a
eficiéncia e funcionalidade da analise Isogeométrica para problemas de construgéo
civil.

Além disso, os resultados mostram que o programa tem capacidade de ser
aperfeicoado para que seja testado em outros tipos de problemas da engenharia civil
seja prosseguindo para diferentes tipos de vigas, pilares, trelicas ou as estruturas nas
quais ele apresenta grande vantagem sobre o MEF, cascas ou estruturas curvilineas.
Considerando a forma na qual foi estruturada o cddigo, orientada para objetos, o
aperfeicoamento se torna mais simples, ja que s6 ha a necessidade de incluir novos

modulos para isso.
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7 CONCLUSAO

Apos a exposicao da evolugao dos meétodos de calculo estrutural computacional
e a consolidagédo do Método dos Elementos Finitos (MEF) como a principal abordagem
durante tantas décadas, evidencia-se a necessidade de explorar novos caminhos para
aprimorar e executar sistemas amplamente utilizados, mas que ainda enfrentam
desafios como o fendbmeno do locking e as limitagbes na aproximagado geomeétrica.
Dessa forma, desenvolver uma ferramenta que se fundamente no MEF, porém
integrando a geometria diretamente em sua concepcéo, revela-se nao somente viavel
e interessante do ponto de vista computacional, mas também crucial para a inovagao
na analise estrutural.

Conforme demonstrado, a Analise Isogeométrica, proposta em 2005 pelos
pesquisadores Hughes, Cottrell e Bazilevs, emergiu da identificagdo de problemas
como a duplicidade na parametrizagao e a descontinuidade geométrica verificada nos
meétodos tradicionais de Elementos Finitos. O refinamento dos modelos paramétricos,
aliado ao aprimoramento das ferramentas de CAD - inicialmente por meio de NURBS,
com possibilidades de aplicagao via B-Spline — possibilitou o desenvolvimento de uma
metodologia mais otimizada para a resolu¢ao de problemas que envolvem contornos
curvos e superficies complexas.

A implementagcdo do programa em JAVA, aliada a analise de um sistema
simples de uma viga bi-apoiada, demonstrou que a abordagem proposta é altamente
funcional para sistemas estruturais da engenharia civil, apresentando elevado grau de
precisdo com baixo custo computacional. Essa experiéncia piloto abre caminho para
o desenvolvimento e testes de softwares mais robustos, aptos a realizar analises de
estruturas com maior grau de complexidade.

Além disso, destaca-se que a Anadlise Isogeométrica, por ser um método
interpolante que constréi a representacdo exata do problema, permite a definicdo
direta das condi¢cbes de contorno, resultando em vantagens como maior velocidade
de processamento, reducéo de redundancias nos calculos e uma rapida convergéncia
para resultados precisos. Tais caracteristicas reforcam seu potencial para competir
diretamente com o consagrado MEF.

Contudo, a difusdo da Analise Isogeométrica ainda enfrenta barreiras: sua
menor experimentacdo, o reconhecimento limitado e a tendéncia conservadora do

ramo da construgao civil, que privilegia solugdes ja estabelecidas e seguras. Ademais,
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a transicao para essa nova abordagem exige investimentos significativos em tempo,
recursos humanos e financeiros — envolvendo treinamento de equipes,
desenvolvimento ou aquisicdo de novos softwares e a adaptacdo dos processos
existentes —, o que pode representar uma barreira para organizagdes de menor porte.

Portanto, € imperativo estimular o interesse e a pesquisa para problemas mais
complexos, incentivando a produgao académica em lingua portuguesa e ampliando a
atuacao de pesquisadores brasileiros na area. A injecdo de recursos, tanto do setor
publico quanto privado, para o desenvolvimento de programas robustos e a altura dos
consolidados métodos baseados no MEF, sera fundamental para impulsionar a
inovacao e consolidar a Analise Isogeométrica como uma ferramenta de exceléncia

na engenharia estrutural.
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