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Resumo

A abordagem inicial em engenharia para dimensionamento de estruturas parte da
concepgao de carregamentos estaticos. A apreciagdo de carregamentos dinamicos
ocorre em um segundo momento, mas nem sempre essencialmente de maneira
dindmica, uma vez que é comum acrescentar fatores de amplificagdo dinamica na
analise estatica como alternativa a um ensaio mais detalhado. Em muitas situagoes
tal alternativa € extremamente efetiva, em especial em estruturas com carregamentos,
cuja variagao em fungcao do tempo € lenta ou que tenham ag¢des dinamicas muito
inferiores as agdes estaticas, quase sendo possivel despreza-las. Entretanto, quando
nos deparamos com estruturas submetidas a agées que variam com o tempo, seja em
magnitude, dire¢do ou posigao, tais como impactos, vibragdes, variagdes repentinas
de cargas, relacionadas a forgas potenciais ou cinéticas, faz-se necessario ir além do
estudo estatico. Através da analise dindmica se estuda o deslocamento de um corpo
em fungdo do tempo, que tem como objetivo, determinar os deslocamentos,
velocidades e aceleragdes de todos os elementos constituintes de uma estrutura
submetida a cargas dinamicas. Por meio da revisao bibliografica sobre o tema, aliada
a aplicagao com dados hipotéticos de carregamento de uma viga em balango excitada
por um carregamento periédico, restou demonstrado a necessidade de uma analise

completa das estruturas, considerando os elementos estaticos e dinamicos.

Palavras chaves: Analise estrutural, mecanica dos sodlidos, carregamento estatico,

carregamento dinamico, forga de excitagdo senoidal, vibragao.
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1. Introdugao

Os deslocamentos, as deformacgdes e as tensdes atuantes em elementos
de estrutura e componentes mecéanicos em geral sdo inicialmente analisados de forma
estatica, a fim de avaliar e/ou validar a resisténcia mecanica das estruturas quando
submetidas a esforgos diversos.

Segundo Hibbeler (2011), o equilibrio de um corpo exige uma igualdade
numérica entre forgcas ativas e reativas, para impedir a translacdo ou um movimento
acelerado do corpo ao longo de uma trajetoria reta ou curva, e um equilibrio de
momentos, para impedir que o0 corpo gire.

Essas condigbes podem ser expressas matematicamente pelas seguintes

equacoes vetoriais:

Forca resultante nula:

ZﬁzO (01)

Momento resultante nulo:

21\7 =0 (02)

A soma das forgas representa a resultante de todas as forgas atuantes
sobre um corpo. Quando a resultante dessas forcas € nula tem-se o equilibrio.

Esta condicdo €& a principal caracteristica do equilibrio de um ponto
material, condicao essa que ocorre em relacao as forgas atuantes sobre uma particula
que tenha dimensdes minimas, de forma a sofrer apenas movimentos de translagao.
Consequentemente, para que se tenha o equilibro torna-se necessario apenas
satisfazer a igualdade das forgas atuantes.

Entretanto, conceitualmente, um corpo extenso é constituido por um
conjunto de pontos materiais e por consequéncia, além do movimento de translagéo,
tal corpo estara sujeito também ao movimento de rotagdo, decorrente do momento de
uma forga ou torque.

Hibbeler (2011), assim define 0 momento de uma forga:
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Quando uma forga é aplicada a um corpo, ela produzira uma tendéncia de
rotagado do corpo em torno de um ponto que nao esta na linha de agao da
forca. Essa tendéncia de rotagdo algumas vezes é chamada de torque, mas
normalmente € denominada momento de uma forga, ou simplesmente

momento.

O equilibrio decorrente da soma dos momentos (3 M), ocorre quando a
soma algébrica é igual a zero, logo, o equilibrio estatico é assegurado, devido a
inexisténcia do movimento rotacional. Uma vez que o corpo esteja em equilibrio, a
premissa para aplicagao dos fundamentos de uma andlise estatica, esta assegurada,
no entanto, essa condicdo de analise, ndo incorpora as diversas situagdes impostas
as estruturas, devido a caracteristicas distintas dos mais diversos tipos de
carregamentos, razao pela qual torna-se necessario definir parametros para a
aplicacao de outras metodologias de analises, como por exemplo a analise dinamica.
Este tipo de avaliagdo leva em conta o estudo de estruturas submetidas a agdes de
carregamentos/eventos que variam com o tempo, seja em magnitude, direcdo ou
posicao, tais como impactos, vibragdes, variagdes repentinas de cargas/forgas de
inércia, chamados carregamentos dinamicos (ALVES FILHO, 2008).

Tais estruturas necessitam que seu dimensionamento seja realizado
considerando forcas muito distintas daquelas estudadas na andlise estatica. E
fundamental sabermos como se da a atuagao das forgas aplicadas ao longo do tempo,
sendo este o fator determinante para a viabilidade da aplicacdo da analise estatica ou

a necessidade da analise dindmica.

Considerando uma aplicagdo de cargas e esforcos feita de maneira lenta,
com velocidades despreziveis, é razoavel ndo levar em conta o aparecimento
de forgas de inércia. Com isso, a analise dessas estruturas é feita de forma
quase estatica, onde na maioria das vezes desconsidera-se o efeito dos
movimentos sobre o equilibrio (analise estatica). De outra forma, devemos
considerar resultados de movimentos oscilatérios em torno da configuragao
inicial da estrutura projetada com efeitos que podem ser indesejados. Esses
movimentos podem levar a reacdes e esforgos internos solicitantes maiores

que os determinados estaticamente [...] (FERRO, 2014).

Sao, portanto, caracteristicas determinantes para a aplicacdo da analise
dinamica (FERRO, 2014):
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o Presenga de cargas, reagdes, deslocamentos e esforgos internos
variando, de maneira ndo desprezivel, em funcdo do tempo e da
velocidade;

o Existéncia de forgas de inércia em fungcdo da massa da estrutura e

forgas que dissipem energia por meio de amortecimento.

Enquanto na andlise estatica as cargas, reagdes e esforgos internos
tendem a se equilibrar, tendo equacdes algébricas como modelo matematico, na
analise dinamica as forgas de inércia e o amortecimento participam igualmente do
equilibrio, tendo o tempo um papel fundamental e equacdes diferenciais como modelo
matematico. Ainda que tenhamos inumeros softwares com a tecnologia CAE, no qual
as estruturas podem ser dimensionadas considerando todos os esforgos previstos,
sejam eles estaticos ou dinamicos, a base conceitual permanece indispensavel para
um correto dimensionamento e interpretacao de resultados (ALVES FILHO, 2008).

Neste contexto, o presente estudo, através da revisao bibliografica,
apresenta os principais conceitos relacionados a dindmica das estruturas e sua
aplicacdo com dados hipotéticos de uma viga em balango excitada por um
carregamento periddico, demonstrando, assim, a necessidade de uma detalhada

analise dindmica das estruturas.
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2. Objetivos

2.1 Objetivo geral

O presente estudo tem por objetivo analisar o carregamento de uma viga
engastada, submetida a um carregamento periddico, considerando uma quantidade

minima de hipoteses, de forma estatica e dinamica.

2.2 Objetivos especificos

o Apurar as principais diferencas entre a analise estatica e a analise
dinamica;

o Compreender os principios, fundamentos, tipos de carregamentos e
aplicacao da analise dinamica;

o Analisar os tipos de cargas dindmicas e suas respostas;

° Compreender a importancia dos graus de liberdade de um sistema
mecanico;

o Conceituar e aplicar o carregamento senoidal em uma viga engastada
submetida a um carregamento periédico com um grau de liberdade.

° Aplicagao de conceitos através de dados hipotéticos de carregamento

de uma viga em balango excitada por um carregamento periodico.
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3. Revisao Bibliografica

Nesta secao serdo tratados individualmente os principais conceitos do
carregamento dinamico, tendo como ponto de partida o carregamento estatico, uma
vez que ambos sdo complementares. A correlacdo dos conceitos aqui apresentados
se faz presente na aplicagdo com dados hipotéticos de carregamento de uma viga em

balango excitada por um carregamento periddico, a ser apresentada no item 4.

3.1 Carregamento estatico

Considera-se carregamento estatico todo carregamento cuja carga
aplicada, seja por uma forga estacionaria ou momento aplicado, permanece sem
variagbes de intensidade ao longo do tempo, ou seja, de maneira imutavel em
magnitude, em ponto de aplicagdo e em diregéo.

A auséncia de movimento, de acordo com a segunda lei de Newton, define
que a aceleracio destes sistemas é inoperante, uma situacdo em que todas as forcas
que atuam sobre um corpo se equilibram. Portanto, a soma vetorial de todas as forcas
que agem sobre o corpo deve ser nula.

O carregamento estatico atua tanto em corpos extensos, quanto em pontos
materiais. A dessemelhanca reside nas dimensdes, de forma que um corpo extenso
sera aquele que possuira tamanho capaz de intervir no estudo, enquanto o ponto
material possuira tamanho que podera ser desconsiderado. Quando um corpo se
encontra em repouso o seu equilibrio é classificado como estatico e estando o corpo
em movimento retilineo uniforme, seu equilibrio é classificado como dinamico.

Mendoncga (2006) ressalta que a classificagdo de problemas em estatico ou
dindmico nem sempre é simples e direta. Mesmo que o carregamento varie com o
tempo nao necessariamente se tem um problema dinémico.

Alves Filho (2008) esclarece que um carregamento é considerado estatico
nao apenas na completa auséncia de movimento, mas também em carregamentos
que possuam cargas agindo estaticamente. Em estruturas carregadas lentamente,
ainda que a carga gere movimentos na estrutura e varie com o tempo, a resposta pode
ser calculada em cada instante de tempo de maneira estatica, se assemelhando a

uma fotografia a cada variagéao.
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3.2 Lei de Hooke

A lei de Robert Hooke determina o comportamento de uma mola quando
comprimida ou alongada através do sentido e do médulo da forga aplicada, resultando

na seguinte equacao matematica:

F = -k.x (03)

Onde:

F = forga aplicada (N)

k = constante elastica (N/m)
x = deformagao da mola (m)

Sempre que uma mola é deformada por uma forca externa, uma forca
restauradora de mesma direcdo e sentido oposto passa a atuar de maneira
proporcional ao tamanho da deformacao sofrida.

A constante elastica é a medida de rigidez da mola, ou seja, trata-se da
forca necessaria para deformar a mola, seja esticando-a ou comprimindo-a. A

deformagao ou elongacéo consiste na variagdo do comprimento da mola, ou seja, a
diferenga entre o comprimento inicial (¢o) e o comprimento final da mola (¢), conforme

figura 1.
Figura 1 — Mola tracionada

Fonte: Sales, 2011.

Na figura 2 temos a representagao grafica da relagéo entre a forga aplicada
e a deformacgao obtida. Considerando um corpo, inicialmente sem agcdo de nenhuma
forca, vemos que a medida que a forca exercida na mola aumenta, a deformacéao

também aumenta proporcionalmente a forga aplicada.
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Figura 2 — Forga aplicada x deformacéao obtida

5F
4F

3F

Forca (F)

2F

X 2x 3x 4x 5x

Deformacao (x)

Fonte: Elaborado pelo autor, 2022

A lei de Hooke também se aplicada as estruturas, pois estas possuem
elasticidade, comportando-se como se fossem uma mola quando submetidas a
deformacdes elasticas. Cessada ou diminuida a forga aplicada, a estrutura retorna a
posigao inicial. Portanto, assim como ocorre com as molas, as forcas deformantes séo
diretamente proporcionais ao produto das deformacgdes elasticas produzidas e a
constante elastica relacionada com as caracteristicas dos materiais da estrutura
(ALVES et al., 2017).

3.3 Dindmica das estruturas

A anadlise dindmica tem por objetivo quantificar a ocorréncia de
movimentos, velocidades, aceleracdes, esforgos, vibracdes e tensbdes nas estruturas,
em fungdo do tempo, destacando-se trés tipos de for¢cas mais recorrentes (BEER et
al., 2010):

o Forga restauradora: como o préprio termo sugere, age sobre a
estrutura de forma a retorna-la a sua posicdo inicial, sendo
diretamente proporcional ao deslocamento e é descrita pela Lei de
Hooke;

o Forga dissipativa: gerada pela perda (dissipagdo) de energia em
decorréncia do atrito interno quando do retorno da estrutura a posicao

inicial;
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. Forca de inércia: vem da tendéncia natural de um objeto em resistir
as alteragdes em seu estado original de repousou ou movimento até
que uma forca atue sobre o corpo, tendo como principio a primeira Lei
de Newton.

As acdes dindmicas atuantes podem ser classificadas em: deterministicas
ou ndo deterministicas. Quando o valor e a magnitude da agdo atuante sobre a
estrutura sdo completamente conhecidos ao longo do tempo, tal agdo pode ser
classificada como deterministica. Por outro lado, considera-se a ag¢do nao
deterministica, randémica ou estocastica, quando ha uma indeterminacdo desses
fatores em qualquer instante de tempo futuro (RAO, 2008).

As analises de ac¢des dinamicas podem também ser realizadas em funcao
do tempo ou da frequéncia, sendo que, em analises nao lineares, o estudo em fungao
do tempo é tradicionalmente mais aplicado e preferivel, sendo classificadas em
harménicas, periddicas e transientes (CLOUGH e PENZIEN, 1995).

A acgao € dita harmdbnica quando sua variacdo no tempo pode ser
representada por uma fungao seno ou cosseno, produzindo o mais simples movimento
oscilatério, caracterizado por repetidos movimentos em intervalos de tempos
(periodos) iguais em torno de uma posi¢cao de equilibrio (ilustrado na figura 3),
podendo ser chamado também de oscilagdo senoidal (BATELO, 2014).

Figura 3 — Representacgao grafica da agcdo harménica simples

Forca

\/ TEmpo

Fonte: Elaborado pelo autor, 2022

A acao periodica tem por caracteristica apresentar repeticdes em um
intervalo de tempo regular, determinado como periodo, sendo este o tempo

necessario para conclusdo de um ciclo, como representado na figura 4 a seguir.
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Figura 4 - Grafico de acao periddica da forca em fungao do tempo

A
Forga

[N\,

Tempo

Fonte: Elaborado pelo autor, 2022

Acdes transientes ou ndo periddicas sao aquelas cuja variagdo se
apresenta de forma arbitraria ao longo do tempo, ou seja, sem periodicidade ou
frequéncias definidas. Carregamentos impulsivos podem também ser caracterizados

como transientes, dada sua duragdo muito curta, conforme ilustrado na figura 5.

Figura 5 - Grafico de acédo transiente da forga em fungédo do tempo

A
Forga

»
»

Tempo

Fonte: Elaborado pelo autor, 2022

3.4 Carregamento dinamico

Segundo Alves Filho (2008), o carregamento € dindmico quando sua
magnitude, dire¢do e posi¢cado variam ao longo do tempo. Como consequéncia, as
respostas em termos de deslocamento, velocidade e aceleragao também irdo variar
ao longo do tempo.

Analisar estruturas submetidas a carregamentos dindmicos requer a
quantificacdo do carregamento representativo da excitagdo dinamica, a energia
necessaria para dissipar a excitacdo e a determinagdo da causa e efeito. Tal
complexidade faz com que muitas vezes engenheiros optem por considerar hipéteses
de carregamentos estaticos majorados para suprir os efeitos dinamicos (RIMOLA,
2010).
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Os efeitos dindmicos induzidos pelas cargas méveis podem ser levados em
conta em forma simples na analise estrutural, multiplicando-se a resposta
estdtica da estrutura por um coeficiente de majoragdo (C.M.D.). Esse
coeficiente é geralmente definido como a relagdo entre a resposta dindmica
maxima e a resposta estatica correspondente a posicdo mais desfavoravel
das cargas. (CARBONARI, 1989, p.220).

Entretanto, Ferro (2014) ressalta que o uso de fatores de amplificagao
dindmica nao resulta no adequado dimensionamento dessas estruturas, pois a analise
dos efeitos das cargas dindmicas em muito se difere da analise dos efeitos da carga
estatica.

Andrade (2009) ressalta a importancia de estudos para compreensao dos

carregamentos dinamicos:

Estudos sobre o comportamento dinamico de estruturas nao lineares séao até
os dias de hoje motivo de extensas pesquisas em todo o mundo. Desde o
inicio do desenvolvimento da teoria das oscilagbes nao lineares buscou-se
compreender os mecanismos basicos, como perturbagcdes que provocassem

respostas complexas nas estruturas flexiveis.

A Dinamica é a parte da mecanica que busca identificar as condi¢cdes
necessarias a realizacdo de movimento e 0s seus possiveis efeitos em um
determinado corpo, relacionando as forgas atuantes com o movimento, tanto do corpo
como um todo quanto de suas partes relativamente umas as outras. As equacgdes que
representam este movimento em velocidades nao relativisticas sdao as leis do
movimento de Newton. (MENDONGCA, 2006).

3.5 Segunda Lei de Newton
Conforme a segunda lei de Newton, um corpo sujeito a uma agao de uma
forca resultante ndo nula tera uma aceleragdo na mesma direcdo e no mesmo sentido

da forga, forgca essa que sera igual ao produto de sua massa pela aceleragéo,

resumindo-se na seguinte equagao matematica:

Fr =ma (04)
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Onde:
F,. = forga resultante
m = massa do corpo

a = aceleracéao

Em outras palavras, a aceleragado do corpo sera diretamente proporcional
a forca resultante aplicada ao corpo e inversamente proporcional a sua massa.

Um corpo pode estar submetido a forgas atuantes de diferentes ou iguais
modulos, diregcdes e sentidos, razao pela qual utiliza-se a forca resultante para a

devida compreensao e aplicagdo da segunda lei de Newton.

3.6 Carregamento de impacto

Carregamento de impacto € um tipo de carregamento dindmico no qual a
taxa de carregamento ocorre de forma quase instantédnea, e as forgas de
amortecimento ndo conseguem dissipar uma quantidade significativa de energia
(BATELO, 2014).

Segundo Ferro (2014), a resposta de uma estrutura a carregamentos de
impacto depende da variacado da for¢ga de impacto em funcédo do tempo e da duracéo
da carga em comparagao ao periodo das vibragdes naturais da estrutura.

A magnitude das ac¢des dindmicas e sua relagdo com o tempo dependem
do tipo de excitacdo que sera aplicada ao sistema e das propriedades dindmicas do
corpo. Importante destacar que varios materiais demonstram um comportamento
maleavel quando sujeitos a carregamento estatico, mas podem apresentar um
comportamento fragil quando submetidos a cargas de impacto. Este comportamento
€ devido a impossibilidade da redistribuicdo de tensdes durante um periodo muito

curto de deformacao.
3.7 Carregamento senoidal
O carregamento senoidal é aquele cuja forga propulsora varia

periodicamente com o tempo, provocando deslocamentos cuja equagao do

movimento € uma senoide, ou seja, em forma de onda senoidal. Ondas senoidais sao
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bastante comuns na natureza, como por exemplo os movimentos pendulares, as
ondas do mar, a propagacao do som e da luz, entre outros, sendo esta a forma mais
eficiente de geragéo, transmissé&o e distribuigdo de energia elétrica (SILVA JR., s.d.)

Alves Filho (2008) ressalta a importancia do estudo dos efeitos do
carregamento senoidal e destaca que havendo diversos carregamentos senoidais, o
comportamento sobre a estrutura pode ser obtido por superposi¢céo de carregamentos
senoidais individuais.

As equagbes senoidais possuem valor meédio nulo, cuja variavel é
diretamente proporcional ao seno ou cosseno de outra variavel, produzindo uma curva
em forma de onda, graficamente representado na figura 3. O Movimento Harménico
Simples — MHS ¢é o tipo mais comum de equacao senoidal, caracterizado por
movimentos repetidos em intervalos de tempos e por isso também conhecido como
periodico (RAO, 2008).

O MHS pode ser comparado ao Movimento Circular Uniforme — MCU, pois
uma volta completa de uma particula no MCU, quando projetado na vertical ou
horizontal equivale ao movimento de vaivém sobre um segmento de reta que se repete
em intervalos de tempos iguais, realizando assim um MHS.

Partindo dos conhecimentos do MCU, podemos deduzir as funcbes
horarias do deslocamento, velocidade e aceleragdo no MHS, tendo como ponto de

partida a figura 6.

Figura 6 — Representacédo do deslocamento de uma particula sobre uma

circunferéncia

e

’

2N

Fonte: Elaborado pelo autor, 2022
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Da relagédo trigonométrica do cosseno do angulo ¢ obtemos a posigéo

exata em que se encontra a particula representada na figura 6, dada por:

x = A.cos@ (05)

Onde:
X = elongagao
A = amplitude

(= angulo de fase

No MCU o angulo varia com o tempo, tornando necessaria a utilizagao da

funcao horaria do deslocamento angular dada por:

Q= @+ w.t (06)

Da substituicdo dos termos da equacado 06 na equacdo 05 obtemos a

funcao horaria da elongagéao, com a qual podemos calcular a posigao da particula que

descreve um MHS no instante t.

x(t) = A.cos (py+ w.t) (07)

X = elongagao

A = amplitude

o= angulo de fase inicial (com t =0)

w = pulsagédo no MHS (velocidade angular no MCU)

t = tempo (instante do movimento)

Sabendo que a fung&o horaria da elongagéo nos fornece a posigao da
particula em funcio do tempo, podemos obter também as fungcdes da velocidade e da
aceleragcao através da primeira e segunda derivadas da posi¢ao, respectivamente,

dadas pelas equacgdes (08) e (09):
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v(t) = —w.A.sen (¢, + w.t) (08)
a(t) = —w?. A.cos (g + w.t) (09)

Aplicam-se ao MHS os mesmos conceitos da Lei de Hooke para resolugao
de problemas, conforme destaca (KNIGHT, 2009):

(...) em certo sentido, resolvemos todos os problemas de movimento
harménico simples ao resolvermos o problema da mola horizontal. (...) Uma
forca restauradora que seja diretamente proporcional ao deslocamento a
partir da posicao de equilibrio € chamada de forga restauradora linear. Para
qualquer forga restauradora linear, a equacdo de movimento é idéntica a
equacado da mola (a néo ser, talvez, pelo emprego de simbolos diferentes).
Consequentemente, qualquer sistema com forga restauradora linear
descrevera um movimento harménico simples em torno da posicédo de
equilibrio. E por isso que uma mola em oscilagéo é o protétipo do MHS. Tudo
que aprendemos sobre uma mola oscilando se aplica as oscilagbes
produzidas por qualquer outra forga restauradora linear, desde as vibragoes

das asas de um aviao aos movimentos de elétrons em circuitos elétricos.

Alves Filho (2008) cita o fendbmeno da vibragdo como um dos principais
tipos de carregamento senoidal, uma vez que a caracteristica oscilatoria desse
fendbmeno, aliado ao decaimento oriundo do amortecimento, sao representados por
uma fungao senoidal, cujo movimento é transiente.

Segundo Silva (2009), a forma mais simples de excitagdo em sistemas
mecanicos € a forga harmdnica, também denominada forga de excitagdo senoidal,
obtida pela equacao:

F(t) = F,.sen. (wt) (10)

Onde:
F, = forca de excitacéo ou forga equivalente
w = frequéncia de excitacao

t = tempo
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3.8 Vibracao

A analise de estruturas submetidas a agdes dinamicas, entre elas vibragdes
causadas por fatores diversos, € cada vez mais importante e necessaria, uma vez que
tais estruturas estdo cada vez mais submetidas a carregamento de equipamentos
mecanicos, atualmente. (FERRO; FERREIRA e CALENZANI, 2014). Nesta seara, a
teoria das vibragdes tem como principio o estudo dos movimentos oscilatorios de
corpos e as forgas envolvidas nessa dinamica (FERREIRA e CHIARELLO, 2016).

A origem de um processo vibratério pode ocorrer em fungdo da
caracteristica operacional de uma maquina, a qual executa uma atividade podendo
causar forgas de impacto, como martelo de forjas e prensas, for¢as periddicas geradas
por motores de pistdo, maquinas rotativas de alta velocidade como turbinas e
compressores, dentre outras. A rotacdo de operagao é fator determinante, e sao
definidas como de baixa a média rotagao (até 500 rpm), de média a alta (500 a 1000
rpm) e alta rotagao (superior a 1000 rpm). (DALBONE e SANCHES FILHO, 2011).

As vibragcbes podem ser consideradas como quaisquer movimentos
oscilatérios de um corpo em torno de um ponto fixo, podendo ser de carater
longitudinal, flexional ou torcional, sendo esse movimento classificado segundo sua
amplitude, frequéncia, comprimento de onda, velocidade e meio de propagacéao
(ALEANDRI et al., 2013).

Segundo Soeiro (2008), a elasticidade, a inércia e 0 amortecimento sao as
propriedades mais importantes dos sistemas mecanicos no estudo das vibragdes, pois
a energia mecanica é manipulada através dessas propriedades.

A vibracdo € um processo de troca de energia mecanica, nas formas de
energia cinética (associada a velocidade) e energia potencial (relacionada a
deformagao e a gravidade). A inércia corresponde a capacidade de armazenamento
de energia cinética e energia potencial gravitacional, enquanto a energia potencial tem
sua armazenagem ligada a capacidade de elasticidade do material. Portanto, a
vibragdo de um sistema consiste na conversao de energia cinética em potencial e vice-
versa.

Sistemas vibratérios podem ser discretos, podendo ser subdivididos em
partes menores com determinados numeros de graus de liberdade, ou podem ser
continuos, possuindo um numero infinito de graus de liberdade e por isso ndo podem

ser divididos. O estudo destes sistemas € essencial em projetos de maquinas,



24

estruturas, motores e outros, prevenindo danos como trincas, afrouxamento,
desgastes excessivos ou beneficios, tais como em ultrassons, esteiras
transportadoras ou separadoras de produtos, compactadores, alivio de tensdes em
materiais diversos, entre outros (SOEIRO, 2008).

A vibracdo como fendbmeno dinamico pode ser classificada em livre ou
forcada. Na vibracao livre, uma vez perturbado e apds cessada a perturbacgao, o
sistema permanece vibrando naturalmente por conta prépria, sem atuagcdo de forca
externa, tal como ocorre no movimento de um péndulo que oscilara livremente apés
ser abandonado em uma posicdo diferente da sua posicdo de equilibrio.
Diferentemente desta, a forgada ocorre quando ha atuagdo de uma forga externa,
normalmente com atuagao repetitiva, muito comum no desbalanceamento em
sistemas rotativos, como a roda de um veiculo, que quando desbalanceada, transmite
uma vibragao para o volante. Em relacdo a essa forca externa, as variagdes dos
deslocamentos, velocidades e aceleragdes da estrutura em funcdo do tempo,
determinam a natureza harmonica, periddica ou transiente da forga (RAO, 2008).

As oscilagcdes das vibragdes livres e vibragdes forcadas harmonicas estao

comparativamente representadas na figura 7.

Figura 7 — Representacao grafica de vibragdes livre e forgcada

X (m)
t(s)
—\/ibracdo forcada com atuacdo repetitiva -Vibracdo livre
Fonte: Elaborado pelo autor (2022).
Onde:

x = deslocamentos em metros

t = tempo em segundos
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3.9 Frequéncia natural

Shigley (1969) define como frequéncia natural a frequéncia com a qual um
corpo oscila por si préprio apos o cessar de um disturbio inicial, ou seja, na auséncia
de forgas externas aplicadas.

Os diversos materiais existentes na natureza e/ou criados em laboratorios
possuem frequéncias proprias distintas. Do ponto de vista da mecanica quantica e da
termodinamica, ao provocar um impacto em um material qualquer, os atomos se
movimentam com uma energia de agitagao relacionada as propriedades de cada
material, tais como temperatura, elasticidade, geometria, entre outros. A combinacéao
das frequéncias de todos os atomos cria um "padrdo de vibracdo" ou frequéncia
natural de vibragao.

Conforme Silva (2009), sistemas mecanicos compostos por distintos
materiais terdo varias frequéncias naturais e, consequentemente, varios fatores de
amortecimento, 0s quais serao proporcionais a quantidade de graus de liberdade, e a
vibragao se dara como uma combinacao de todas as frequéncias naturais.

Estudos demonstram a necessidade de analise dindmica no sentido de
verificar a frequéncia natural do sistema e a frequéncia de operacdo da maquina em
operacao. Tal importancia se verifica, por exemplo, na norma N1848, criada pela
Comissao de Normatizagao Técnica - CONTEC da Petrobras, a qual estabelece que
as frequéncias natural e de operagdo devem ter uma defasagem minima de 20%
(PETROBRAS, 2011).

A frequéncia natural pode ser obtida através da equacdo do oscilador
massa-mola, oriunda da combinacéo da 22 lei de Newton (11) com a Lei de Hooke
(12).

FE. = ma (11)

F = —kx (12)

Considerando a igualdade entre as forgas cinética (Fr) e potencial (F),

temos:

kx
ma = —kx —» a=—-— (13)
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Da substituicdo dos termos da equacao 07 na equacao 09, temos que a

aceleracao escalar de um corpo pode também ser dada por:

temos:

a= —wx (14)
Onde:
a = Aceleracao escalar
w = velocidade angular, sendo esta a grandeza angular mais importante
no MHS, conhecida como frequéncia angular.

X = deslocamento, equivalente a deformacao da lei de Hooke

Substituido a aceleracdo da equagao 13 pelos termos da equacao 14,
WX = — — (15)

Manipulando a equacgéao 15, obtém-se a equacao do oscilador massa-

mola, representada pela expressao:

— |k
w= |~ (16)

Onde:
w = frequéncia natural
k = rigidez da estrutura

m = massa da estrutura

3.10 Ressonancia

Quando a forca responsavel pela perturbacao periddica externa, por

exemplo uma vibragao forgada, atua com frequéncia de excitagao igual a frequéncia

natural do corpo, ocorre o fendmeno denominado ressonancia, cujo efeito sera um

ganho exponencial da amplitude de vibrag&o, tornando esse fenbmeno extremamente
prejudicial a estrutura do corpo (QUESADA, 2019).
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Assim, uma vibracao, ainda que fraca, pode alcancar amplitudes cada vez
maiores, de maneira exponencial até o seu colapso ou até que outra fonte externa
interrompa a ressonancia alterando a frequéncia de vibragao.

Apos o colapso da Ponte de Tacoma Narrows em 7 de novembro de 1940
nos Estados Unidos, os estudos acerca dos efeitos da ressonancia sobre as estruturas
foram largamente intensificados. A estrutura da ponte entrou em colapso apds ventos
fortes a atingirem em uma frequéncia proxima de uma de suas frequéncias naturais,
desencadeando oscilagdes de grande amplitude. (BILLAH; SCANLAN, 1991, apud
STRESSER, 2021).

Figura 8 — Ponte Tacoma Narrows pés colapso

Fonte: UNICAMP, s.d.

Ressonancias em maquinas e equipamentos devem ser evitadas como
forma de prevenir danos as pessoas e estruturas, cujo risco pode ser mensurado
através do fator de amplificacdo dinamica, representado na figura 9. Quanto maior o
grau de amortecimento, menor sera a amplificacdo da vibragdo. (DALBONE;
SANCHES FILHO, 2011).

O fator de amplificacdo é a razdo da forga dinamica decorrente da
amplitude da vibragao, pela forca estatica oriunda do deslocamento, indicando assim
quantas vezes a primeira € maior que a segunda (SOEIRO, 2008).

Segundo Alves Filho (2008), “a resposta dinamica € definida a partir do fator

de amplificagao dinamica (r), que depende da relagéo de frequéncias”, dada por:
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frequéncia de excitagao
r = —— (17)
frequéncia natural

A figura 9 mostra o fator de amplificagdo X (r, {) para varios valores de
amortecimento ({) e razdo de frequéncias (r) e como essas variaveis afetam as
amplitudes na condicdo de ressonancia, representada pela regido onde r = 1

denominada faixa de ressonancia.

Figura 9 - Curvas de amplificagdo de amplitudes de vibragao.
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Razio entre frequéncias

Fonte: Adaptado de SILVA, 2009.

Silva (2009) ressalta que na faixa de ressonancia, quando o amortecimento
€ proximo de zero e a razéo entre frequéncias é igual a 1, o fator de amplificagéo
torna-se extremamente elevado. Ao valor maximo do fator de amplificacdo da-se o
nome de pico de ressonancia.

Alves Filho (2008) nos mostra que o fator de amplificagdo dindmica pode

ser obtido por meio da equacéao 18.

1
K= JA=-12)2+(2.21r)2 (18)

Onde:

X = fator de amplificacdo dinamica
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r = relagcao de frequéncias

= fator de amortecimento

O fator de amortecimento consiste em um indice, consequentemente
adimensional, resultante da relagao entre a forca de amortecimento e a velocidade
relativa entre as partes em movimento. Esse fator pode ser representado como um
percentual (0 a 100%) ou como um indice (0 a 1) e indica o quanto se deseja reduzir
a vibragao, sendo 0 sem nenhum tipo de amortecimento e 100%, ou 1, totalmente

amortecido, ou seja, com todos os efeitos da vibragao anulados.
3.11 Graus de liberdade

Na fisica, os graus de liberdade, também conhecido pela expresséao inglesa
Degree Of Freedom — DOF, referem-se a quantidade minima de numeros reais
suficientes para determinar o estado fisico de um sistema.

Stroski (2020) define graus de liberdade ou mobilidade como o numero de
variaveis que indicam a posicdo de um mecanismo, sendo que cada eixo das
coordenadas X, y e z apresentam um grau de liberdade de translagdo e um grau de
liberdade de rotag&o. Portanto, em um espaco tridimensional um corpo tera 6 graus
de liberdade.

Figura 10 - Graus de liberdade no espaco tridimensional.
Translagao e rotacgéo.
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Fonte: FERNANDES, 2000.

Segundo Hibbeler (2011), graus de liberdade representa o numero de

movimentos independentes que um corpo rigido pode executar.
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Conforme Silva (2009), a quantidade de graus de liberdade de um sistema
corresponde ao numero de coordenadas cinematicamente independentes
necessarias para localizar e orientar o movimento espacial de uma particula em um
sistema em qualquer instante de tempo, sendo que os deslocamentos, velocidades e
aceleracdes sao descritas em fungao das coordenadas e suas respectivas derivadas
temporais.

Segundo Rao (2008), toda analise dindmica se baseia no mais simples
sistema oscilatorio, o sistema massa-mola definido pela Lei de Hooke, independente
da complexidade da analise, as vibragdes livres com varios graus de liberdade podem
ser solucionadas com a superposi¢ao de sistemas harmonicos elementares.

Soeiro (2008) ratifica que sistemas com varios graus de liberdade podem
ser equacionados em sistemas de um grau de liberdade, com posterior extensao dos
conceitos para problemas de maior grau, solucionando assim problemas como

ressonancia, transmissibilidade, balanceamento e isolamento.
3.12 Equagao do movimento com um grau de liberdade

Segundo Alves Filho (2008), a formulagédo das equagdes do movimento de
um sistema dindmico é a tarefa mais importante do processo de analise, podendo ser
obtida a partir da aplicagao da 22 Lei de Newton, também conhecida como principio
fundamental da dinamica, onde uma forga resultante corresponde ao produto da
massa pela aceleragao. De igual forma, a resultante de todas as forgas que atuam
sobre um ponto material num dado instante produz uma aceleragdo na mesma direcéao
e no mesmo sentido da forga resultante, cujas variaveis sdo relacionadas com a

massa, conforme a equacgéao 19.
R=m.a (19)

Onde:
}_?) = Resultante de todas as forcas
a = Aceleracéao

m = massa
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Por intermédio do Diagrama de Corpo livre, podemos analisar também o
comportamento dindmico, analisando a resultante das forgas atuantes sobre o corpo,
tendo como base um sistema amortecido com um grau de liberdade, conforme
demonstrado a seguir pelo sistema de um grau de liberdade com massa (m), mola (k),

amortecedor (C) e forga externa (F).

Figura 11 - Sistema vibracional amortecido

Fonte: QUESADA, 2019.

Considerando as forgas atuantes sobre a massa na diregdo horizontal e
aplicando a 22 Lei de Newton, temos:

F(t) = F eastica + F amortecimento + F inércia (20)

onde:

e F(t) = Forca externa aplicada sobre o corpo variando em fungéo do
tempo;

o F eastica = Forga elastica aplicada sobre o corpo, dada pela lei de
Hooke;

o [ amortecimento = FOr¢a de amortecimento que o amortecedor (c) aplica
sobre o corpo;

o F insrcia = Forga de inércia, dada pela segunda lei de Newton.

A forca elastica € proporcional a deformagao da mola (k.x), o médulo da

forca de amortecimento € proporcional a velocidade (c.v), onde “c” representa a
constante de amortecimento e “v” a velocidade, e a forgca de inércia € proporciona a

massa e a aceleragéo (m.a).
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Alves Filho (2008) ressalta que do estudo da Cinematica e da Dinamica, a
primeira derivada da coordenada (u) que define a posicdo de uma particula nos
fornece a velocidade dessa particula, e que a segunda derivada nos fornece a

aceleracao da particula, ambas em relagao ao tempo. Diante do exposto, temos:

U - Deslocamento do corpo que define sua posicdo no espaco;

U - Primeira derivada do espago em relacdo ao tempo, ou seja, velocidade

(v) do corpo, dada por:

v=u= — 21)

1l - Segunda derivada do espaco em relacdo ao tempo, ou seja, a

aceleragéo (a) do corpo, dada por:

dv du ..
a = E = E =u (22)

Substituindo os termos das equacdes (21) e (22) na equacgao (20) temos:
F(Y)=ku+cu+miu (23)

Brasil (2013) define a equacgao (23) como ponto de partida para o estudo
do comportamento dindmico com um grau de liberdade da estrutura, pois contabiliza
todas as for¢gas que agem no corpo. A partir da equagao do movimento com um grau
de liberdade é possivel analisar dinamicamente estruturas discretizadas com n graus
de liberdade utilizando o Método de Superposicao Modal, através do qual aplica-se a
22 Lei de Newton para descrever cada uma das massas discretizadas em cada um
dos graus de liberdade, obtendo-se um sistema de equagdes simultaneas, ndo sendo,

no entanto, o objetivo do presente trabalho.
Considerando que a forga externa F(t) em questdo pode ter sua origem

em uma vibragao for¢gada, sob agao de cargas que variam senoidalmente com o tempo

denominada forga de excitagdo senoidal dada pela equagéo (10), teremos:

Fy.sen. (wt)=ku +cu +m. i (24)
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Onde:

F, = forga de excitagao ou forga equivalente

sen. (wt) = frequéncia de oscilagdo imposta pela forca
k. u = forga potencial elastica (Lei de Hooke)

¢. u =forga de amortecimento

m. i =forga cinética (Segunda Lei de Newton)

A equacgao (24) se mostra como solugdo para sistemas com vibragdes
forcadas com amortecimento. Porém ha variadas formas e modos de vibragcbdes que
podem agir sobre um sistema. Para cada fonte particular de vibragao forgada havera
um modo particular de resposta a excitagdo. As maquinas rotativas que apresentam
desbalanceamentos, por exemplo, ddo origem a um dos problemas mais importantes,
pois partes desbalanceadas de um motor geram forgas periddicas cuja frequéncia de
excitacdo jamais podem se igualar a frequéncia natural da estrutura. Para esse
problema em particular faz-se necessario também uma solugado particular (ALVES
FILHO, 2008).

Para que possamos aplicar a segunda Lei de Newton de forma dinamica
em um sistema rotativo desbalanceado € necessario aplicar a aceleragao sobre as
massas que giram e as massas que nao giram no sistema de maneira individualizada,
sendo as forcas de inércia consideradas em relagao ao referencial fixo. A posicao da
massa que gira (m) é dada por:

Um = U + e.sen(wt) (25)

Onde:

Um = posicdo da massa que gira

u = posicdo da massa que néo gira

e = excentricidade da massa desbalanceada

w = frequéncia de excitacao

A posi¢cdo da massa que nao gira (M - m) é dada apenas por u. Portanto,

aplicando a aceleragao sobre a massa temos:
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d*u d? (u+esen(wt))
— T+ m. > (
dt? dt

mi=(M-—m). (26)

Calculando as derivadas, temos o principio fundamental da dinadmica dado

por:
m.ﬂzM.%—m.%—i— m.%—m.e.mz.sen(wt) (27)
Simplificando temos:
miu=M .% — m. e. w2 sen(wt) (28)

Considerando a aceleragcao sobre a massa de maneira dindmica, obtemos

a Equacgao do Movimento com um grau de liberdade, a qual representa a acao de toda
as forcas atuantes no corpo:

. d?
-ku-cu :M.d—;—m.e.mz.sen(mt) (29)

Derivando e reagrupando a equagao 29 chegamos a seguinte expressao:

ku+ cu+ M.ii =m.e w?.sen(wt) (30)
Onde:

k = constante elastica do material

Uu = deslocamento do corpo

¢ = constante de amortecimento

u = velocidade do corpo

M = massa do corpo

U = aceleragdo do corpo

m = massa desbalanceada

e = excentricidade da massa desbalanceada
w = frequéncia de excitagao

t = tempo
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Relacionando as equacgbes (24) e (30), vemos que neste caso particular a
forga de excitagdo (F,) tem sua origem no desbalanceamento, mantendo o modo de

vibracao. Dessa correlacdo entre as equacgdes temos a forca de excitacao ou forca

equivalente dada por:

Fy = m.e.w? (31)
A solugao da equacgao 30, combinada com a equacéao 31, é dada por:

u(t) = % X.sen(w.t — ®) (32)

Onde:
X - fator de amplificacao

@ - fase da vibracao forcada

Obtemos a fase da vibracdo forca partindo da solugdo particular
apresentada na equacéo (31) e substituindo-a na equacgao geral (30). Da resolugéo
dessa nova equacao e das relagdes dos fatores de amortecimento ({) e relagdes de

frequéncias (), obtém-se que:

2.4.r

@ = arctg T

(33)
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4. Aplicagao

A presente aplicag&o hipotética tem por objetivo correlacionar e consolidar
0s conceitos apresentados na revisdo bibliografica, através da determinacdo da
tensdo normal maxima na extremidade engastada e dos deslocamentos verticais
minimos e maximos do ponto externo de uma viga submetida a um carregamento
periodico decorrente de uma vibragao forgada.

A figura 11 apresenta uma viga de ago em balango, onde centralizado na
extremidade oposta ao engaste, de forma que todo o peso se encontra concentrado
nessa extremidade, situa-se um motor em funcionamento e cujo desbalanceamento

rotativo gera uma excitagdo senoidal no plano vertical (ALVES FILHO, 2008).

Figura 12 - Viga em balango
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Fonte: Elaborado pelo autor (2022).

Considerando que a viga possui apenas um grau de liberdade, sendo este
na vertical, e que sua massa é desprezivel em relacdo ao carregamento representado
pelo motor no ponto considerado, uma vez que possui peso de referéncia aproximado
de 76 kg (MAXXI CORPORATION, 2022), a estrutura possui os seguintes dados

apresentados na tabela 01.



37

Tabela 1 - Dados do Carregamento

E aco mddulo de Elasticidade do aco 20 E+10 N/m?
momento de inércia da viga em relagdo a

| 4,67 E-05 m*
linha neutra para flexao no plano vertical

M  massa do motor 1200 kg

m massa desbalanceada 60 kg

g aceleracao da gravidade 9,8 m/s?

e excentricidade da massa desbalanceada 0,2 m

C fator de amortecimento 5 %

L comprimento da viga 2 m

[0} espessura da viga 02 m

n Rotacdo do motor 360 Rpm

f Frequéncia do motor = 360/60rps 6,00 Hz

Fonte: Elaborado pelo autor (2022).

Ressalta-se que os dados relativos ao ago estdo em conformidade com o
item 4.5.2.9 da NBR 8800:2008, o qual especifica as propriedades mecanicas para
projetos de estruturas de aco.

Como dito anteriormente, uma vez que a massa do motor € muito maior
que a massa da viga, o comportamento na extremidade da estrutura pode ser
analisado dinamicamente utilizando-se o sistema massa mola, com amortecimento e
forgca externa.

Considerando o deslocamento apenas na vertical, temos um sistema com
um grau de liberdade com vibragao forgada amortecida, inércia decorrente da massa
do motor e forga senoidal gerada pelo desbalanceamento do motor rotativo.

Para calculo e analise do comportamento dindmico da estrutura, faz

necessarios as aplicagbes dos conceitos e formulas a seguir.
a. Constante do sistema corpo-mola da viga
Do estudo da mecénica dos solidos sabemos que a aplicagdo de uma carga

estatica vertical na extremidade de uma viga engastada, com secéo transversal

uniforme, provoca deformacgdes elasticas (flechas), dada por (USP, 2010):
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P.L3
- 3.E.l (34)

Onde:

6 - deflexdo vertical

P — peso

L -comprimento da viga

E - médulo de Elasticidade do material

I - momento de inércia da se¢ao transversal

Considerando que a forca neste caso especifico advém do peso e
aplicando-se a lei de Hooke, uma vez que estamos falando de deformacéao elastica,
podemos substituir P por kx, obtendo:

k.x.L?

- 3.E.I (35)

Reorganizando os termos de forma a isolar a constante elastica & e
considerando que § = x, uma vez que ambos sao deslocamentos, a constante do

sistema corpo-mola da viga (k) é dada por:

3.E.1
k = I3 = 35,03 E+5 N/m
(36)
b. Frequéncia natural do sistema
_ ko - 54,03 rad/s
Wn —
M
(37)

c. Frequéncia de vibragao do motor

w = 2T[f = 37,70 rad/s (38)
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d. Relacéao entre as frequéncias

__ frequénicade excitagio = w

r= — = 0,698
frequéncia natural Wn
(39)
e. Forca de excitacdo senoidal devido ao desbalanceamento
— 2
Fexcitagao = m.e.w*.sen(w.t) - 17055,48 sen37,7.t  (S) (40)

f. Fator de amplificagcao dindmica

Conforme os dados de carregamento, pré-estabelecidos na tabela 1, o fator
de amortecimento é de 5%.

1
x= Ja-rH2+ 212 < 1,93

(41)
g. Equacgédo do movimento com um grau de liberdade

Da equacéo 32, a vibragao permanente ou estacionaria é dada por:

F,
u(t) = ;O.X.sen(a). t—d) = 9,40 E-03 sen(37,7.t- ®) (SI)
(42)
_ %)
o = arctgm = 0,13529 rad
(43)

h. Vibragcdo permanente ou estacionaria

Conforme dados da tabela 1, para g = 9,8 m/s?, temos:

-
1}

M.g = 11760 N (44)
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A equacdo 34 permite-nos calcular a deflexdo vertical, ou seja, o

deslocamento causado pelo peso proprio do motor, dado por:

PL 3,36 E-03
= — = , - m
3EI (45)

i. Equacdo do movimento — deslocamento total

u(t) = 0,003358+0,009398.sen(37,7.t -0,13529) (46)
j. Deslocamentos
Os deslocamentos maximos e minimos sao determinados pela funcao

senoidal, com seno variando de +1 a -1. O deslocamento sera maximo vertical para

baixo em t = 0,045254 s, sendo maximo vertical para cima em t = 0,128586 s.

u max.(0,045254) = 0,003358 + 0,009398 = 12,76 E-03 m
umin.(0,128586) = 0,003358 - 0,009398 = -6,04 E-03 m (47)
k. Tensao constante
_MglL ¢
Oestatica = . 2 50,4 E+6 N/m?
5,14 kgf/mm? (48)
. Tensao Variavel
Fexcitagio-L @
Odinamica = exCltIa =2 EM =141,0 E+6 N/m?
14,38 kgf/mm? (49)

m. Variagcao da tensao de tragcao e compressao
_ _ 191,3 E+6 N/m?
Omaxima = Oestaticat Odinamica = 19,52 kgf/mm?

B _ -90,6 E+6 N/m?
O-minlma - O-estética_ O-dlnémlca - _9 25 kgf/mmz
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5. Resultados

Na estrutura analisada a forga dindmica € oriunda da excitagdo, a qual sera
superposta a forga estatica, representada pela forga peso do motor sobre a viga.

Em termos de deslocamentos verticais e tensdes, a acao da forga peso age
de maneira estatica sobre a estrutura, enquanto a forga de excitagdo senoidal age de
maneira variavel com o tempo, gerando ora tensdes de tragdo, ora de compressao.

Em decorréncia do carregamento dinamico, os deslocamentos totais
(somados os deslocamentos causados pelo carregamento estatico) variam de
maneira senoidal, assim como as tensdes totais, ambos apresentados na figura 13 e
14.

Figura 13 - Deslocamentos em fungéo do tempo

U (m)
-0,01000 _g,00604
-0,00500 ~"TTTTTTTmmomme

0,00000 0003358
0,00500
0,01000
0,01500

Tempo (s)
—_—U(t) ----- Limite Dinamico - - -Limite Estatico

Fonte: Elaborado pelo autor (2022).

A tensao constante sobre a viga sera de 50,4 x 10° N/m?, equivalente a 5,14
kgf/mm?, enquanto a tens&o variavel (dindmica) sera de 141,0 x 108 N/m? ou 14,38
kgf/mm2. Combinadas as tensdes, teremos valor maximo positivo (para baixo) de
19,52 kgfimm? (0.5tsticatOainamica) €© Valor maximo negativo (para cima) de -9,25
kgfimm? (0.statica-Oainamica),» UMa vez que em fungdo do tempo o sentido da forga
dindmica se inverte. A tensdo maxima para cima se deve ao fato de que a tensao
variavel € maior que a tensao constante. Tal comportamento pode ser observado na

figura 14.



Figura 14 - Tensao em fung¢ao do tempo

Tensdao em
kgf/mm?

-15,00
-10,00
-5,00

5,00
10,00
15,00
20,00

25,00 19,52 Tempo (s)

—Tensao (o) ----- Limite Dinamico - - - Limite Estatico

Fonte: Elaborado pelo autor (2022).
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A relagao entre as frequéncias de excitacdo e frequéncia natural foi de

0,698. Considerando os danos que uma ressonancia pode causar a um sistema, essa

relacdo € de suma importancia e deve ser diferente de 1,000. Para efeitos

exemplificativos, a figura 15 apresenta o comportamento da estrutura analisada com

diferentes fatores de amplificagcao e diferentes relagdes de frequéncias, cujos dados

sao apresentados na tabela 2. Nota-se que o fator de amplificacdo se torna

extremamente alto na regido em torno da relagao de frequéncia igual a um.

o

Fatores de Amplificaca

16,00
14,00
12,00
10,00
8,00
6,00
4,00
2,00
0,00

Figura 15 - Gréafico de Amplificagdo Dinamica

—— —_— ——

0,50 0,60 0,70 0,80 0,90 1,00 1,10 1,20 1,30 1,40 1,50
Relacdo entre frequéncias

3% —5% -10% 15% —30% —50%

Fonte: Elaborado pelo autor (2022).
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Tabela 2 - Fatores de amplificagao

Amortecimento

Relagdes de
3% 5% 10% 15% 30% 50%

Frequéncias
0,50 1,33 1,33 1,32 1,31 1,24 1,11
0,60 1,56 1,56 1,54 1,50 1,36 1,14
0,70 1,95 1,94 1,89 1,81 1,51 1,15
0,80 2,75 2,71 2,54 2,31 1,67 1,14
0,90 5,06 4,76 3,82 3,03 1,75 1,09
1,00 16,67 10,00 5,00 3,33 1,67 1,00
1,10 4,54 4,22 3,29 2,56 1,44 0,89
1,20 2,24 2,19 2,00 1,76 1,19 0,78
1,30 1,44 1,42 1,36 1,26 0,96 0,68
1,40 1,04 1,03 1,00 0,95 0,78 0,59
1,50 0,80 0,79 0,78 0,75 0,65 0,51

Fonte: Elaborado pelo autor (2022).

De igual maneira, as tensdes na regido de ressonancia, ou seja, com
relagbes de frequéncia iguais ou muito préximas a 1 se torna exorbitantemente altas
se comparadas a outras faixas de frequéncias, conforme demonstrado na figura 16 e
tabela 3.

Figura 16 - Tensao dinédmica x relagdo de frequéncias
em kgf/mm?
140,00
120,00
100,00
80,00
60,00
40,00 »
20,00 i —

o5 o6 07 08 09 10 1,1 12 13 14 15
Relagdo entre frequéncias
—3% =—5% 10% 15% =—30% —50%

Fonte: Elaborado pelo autor (2022).
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Tabela 3 - Tensao dindmica em kgf/mm?

Amortecimento

Relag¢bes de
3% 5% 10% 15% 30% 50%

Frequéncias
0,50 9,91 9,91 9,84 9,76 9,24 8,27
0,60 11,63 11,63 11,48 11,18 10,14 8,50
0,70 14,53 14,46 14,09 13,49 11,25 8,57
0,80 20,50 20,20 18,93 17,22 12,45 8,50
0,90 37,71 35,48 28,47 22,58 13,04 8,12
1,00 124,25 74,53 37,27 24,82 12,45 7,45
1,10 33,84 31,45 24,52 19,08 10,73 6,63
1,20 16,70 16,32 14,91 13,12 8,87 5,81
1,30 10,73 10,58 10,14 9,39 7,16 5,07
1,40 7,75 7,68 7,45 7,08 5,81 4,40
1,50 5,96 5,89 5,81 5,59 4,84 3,80

Fonte: Elaborado pelo autor (2022).

Nas figuras 15 e 16 podemos notar também o quanto o aumento no
amortecimento da estrutura reduz a incidéncia de ressonancias em relagdes de
frequéncias proximas a 1. Nos dados aqui apresentados, o amortecimento de apenas
3% se mostrou viavel porque a relagdo entre frequéncias demonstrada na equagéao
39 ficou distante de 1.
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6. Conclusao

A presente revisdo bibliografica propiciou apurar as principais diferengas
entre os tipos de carregamentos estaticos e dindmicos e respectivas correlagdes,
através da compreensdo dos principios fundamentais da dinamica, permitindo uma
analise mais ampla do dimensionamento das estruturas.

A estrutura, quando analisada de maneira estatica, apresentou uma tenséo
constante de 5,14 kgf/mm?2. Esse cenario sera verdadeiro apenas enquanto o motor
estiver desligado, ocasido em que a unica carga atuante sera a for¢a peso. Uma vez
ligado o motor, a atuagédo da forga de excitagcdo senoidal gerada pela vibracéo da
carga desbalanceada gerou adicionalmente uma tensao maxima de 14,38 kgf/mm?>.

O comportamento dindmico da estrutura apresentou variagdes de tensao e
deslocamentos em funcdo do tempo, as quais ndo sao identificaveis quando da
analise puramente estatica.

Ademais, o presente estudo demonstrou ainda a importancia e os efeitos
da vibracao e da ressonancia. O comportamento da estrutura proximo as relagdes de
frequéncia igual a 1 apresentou elevados valores de tensao, situagao essa que coloca
a estrutura em risco e que também nao é identificavel na analise convencional de
carregamentos estaticos multiplicados por fatores de amplificagdo dindmica, como
margem de seguranga para suprir os efeitos ressonantes.

A reviséo bibliografica oportunizou n&o apenas a analise detalhada de
diversos conceitos, mas também a forma como diversos estudiosos enxergam e
expressam seus entendimentos acerca do assunto.

Por questdes didaticas e com o objetivo de adequagao do tema ao ensejo,
o presente trabalho abordou a analise da estrutura considerando apenas um grau de
liberdade, sem quaisquer intensdes de esgotamento do assunto. Portanto, o estudo
de estruturas com varios graus de liberdade, bem como correlagdes entre a
capacidade da estrutura e o pico de tensdo com frequéncias ressonantes deverao ser
objeto de trabalhos futuros.
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